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Vorrede.

Als die Aufgabe der elementaren Zahlentheorie kann die Aufsu-
chung der Beziehungen bezeichnet werden, welche zwischen allen ratio-
nalen ganzen oder gebrochenen Zahlen m einerseits und einer beliebig
angenommenen festen Grundzahl g andererseits bestehen. Man kann
dieser Aufgabe in ihrem weitesten Umfange dadurch gentigen, daf man
alle diese Zahlen m in unendliche Reihen

m:ao—l—alg+agg2—l—...

entwickelt, welche nach ganzen Potenzen dieser Grundzahl fortschrei-
ten. Nur durch die Betrachtung dieser vollstandigen Reihen erhélt man
eine vollkommene Losung unserer Aufgabe; beschréankt man sich dage-
gen auf gewisse Anfangsglieder derselben, wie dies gewohnlich in der
Zahlentheorie geschieht, so erhélt man angendherte Resultate, welche
fiir bestimmte Zwecke natiirlich von grofsem Werte sein werden. Nie-
mals aber kénnen durch solche Annéherungen die Beziehungen der zu
untersuchenden Zahlen m zu der Grundzahl g vollstandig und genau
ergriindet werden.

Aus diesem Grunde habe ich in dem vorliegenden Werke die Un-
tersuchung der Zahlgrofien

A=ag+arg+ag*+...,

welche ich g-adische Zahlen nenne, mit Vorbedacht in den
Vordergrund der Betrachtung gestellt. Fiir sie kann der Begriff der
Gleichheit so definiert werden, daf jede rationale Zahl m einer ein-
zigen g-adischen Zahl gleich ist, welche stets beliebig genau berechnet
werden kann, d. h. so weit, als es der Zweck der betreffenden Untersu-
chung erfordert. Ebenso lafst sich die Addition und die Multiplikation
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der g-adischen Zahlen so definieren, dafs die Summe oder das Produkt
beliebiger rationaler Zahlen der Summe oder dem Produkte der ihnen
gleichen g-adischen Zahlen gleich wird.

Man erkennt dann leicht, daf diejenigen unter diesen g-adischen
Zahlen, welche rationalen Zahlen gleich sind, nur einen Teilbereich von
allen g-adischen Zahlen bilden. Und zwar steht das grofsere Reich aller
g-adischen Zahlen zu demjenigen aller rationalen Zahlen in genau der-
selben Beziehung, wie bei der Untersuchung der reellen Zahlen nach
ihrer Grofse der Bereich aller rationalen und irrationalen Zahlen zu
demjenigen der rationalen Zahlen. Auch hier kénnen namlich die all-
gemeinen g-adischen Zahlen als Grofen definiert werden, welche zwar
nicht selbst rationalen Zahlen gleich zu sein brauchen, welche aber mit
jeder vorgegebenen Genauigkeit durch rationale Zahlen approximiert
werden konnen. Und ebenso, wie die eingehende Untersuchung aller ra-
tionalen Zahlen nach ihrer Grofe erst bei Hinzunahme der irrationalen
Zahlen begrifflich und tatséchlich einfach wird, so ergibt die Betrach-
tung aller rationalen Zahlen in bezug auf eine Grundzahl g erst bei der
Adjunktion aller g-adischen Zahlen einheitliche und allgemeine Resul-
tate.

Die Durchfiihrung dieser Untersuchung ergibt nun hochst einfach
das interessante Resultat, dafs alle g-adischen Zahlen einen sog. Z ah -
lenring bilden, daff ihr Bereich nédmlich so ausgedehnt und dabei
so in sich abgeschlossen ist, daf in ihm die Operationen der Addition,
Subtraktion und Multiplikation unbeschréankt und eindeutig in der Wei-
se ausfiihrbar sind, daf sie immer wieder zu g-adischen Zahlen fiihren.
Dagegen ist die vierte elementare Rechenoperation, die Division, nur in
dem einfachsten Falle ebenfalls immer eindeutig ausfiihrbar, wenn die
Grundzahl g eine Primzahl p ist; nur dann bilden also alle p-adischen
Zahlen

a0+a1p+a2p2+...
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zusammengenommen einen sog. Zahlkorper, in welchem alle vier
elementaren Rechenoperationen stets ausgefiihrt werden koénnen.

In jedem Korper sind nun die elementaren Rechengesetze genau
ebenso anwendbar und richtig wie z. B. in dem speziellen Korper aller
rationalen Briiche oder in demjenigen aller reellen rationalen und irra-
tionalen Zahlen. In einem Ringe dagegen gelten wichtige Sétze nicht,
besonders der Satz, dafs ein Produkt nur dann Null sein kann, wenn
einer seiner Faktoren gleich Null ist. Es ist deshalb ein Resultat von
fundamentaler Bedeutung fiir die hier auseinandergesetzte Zahlentheo-
rie, dafs sich jeder Ring von g-adischen Zahlen auf die einfachste Weise
aus denjenigen Korpern der p-adischen, g-adischen, ... r-adischen Zah-
len zusammensetzen 1aft, deren Grundzahlen p, ¢, ... r die sdmtlichen
Primteiler von ¢ sind. Damit sind alle Fragen der Zahlenlehre, wel-
che sich auf zusammengesetzte Grundzahlen beziehen, vollstandig und
wunderbar einfach auf dieselben Fragen fiir Primzahlen zuriickgefiihrt,
und die ganze Zahlentheorie reduziert sich jetzt auf die Untersuchung
eines beliebigen Korpers von p-adischen Zahlen.

Es verdient hervorgehoben zu werden, daf die Untersuchung die-
ser Zahlringe und ihre Reduktion auf die zugehorigen Zahlkorper die
einzige Aufgabe ist, welche die gesamte Zahlentheorie, sowohl die hier
behandelte elementare, als auch die héhere Theorie der algebraischen
Zahlen darbietet. In der Tat sind auch in dieser letzten Theorie nur
genau so wie hier gebildete Ringe g-adischer Zahlen zu untersuchen,
und die sonst einzufithrende Theorie der idealen Primfaktoren wird
hier ersetzt durch die Zerlegung eines solchen Ringes in die ihn zu-
sammensetzenden Korper, eine Aufgabe, welche schon in diesem Buche
vollstdndig gelost wird. Bei dieser Auffassung treten also in der hohe-
ren Theorie der algebraischen Zahlen absolut keine neuen prinzipiellen
Schwierigkeiten auf.

Die Untersuchung der Korper p-adischer Zahlen, auf die sich alles
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reduziert, wird nun dadurch prinzipiell besonders einfach, daft man alle
p-adischen Zahlen genau ebenso wie die ihrer Grofse nach untersuch-
ten reellen Zahlen als Exponenten einer und derselben Basis darstellen
kann. Hierdurch reduzieren sich alle Fragen der Multiplikation und Di-
vision, welche ja in der Zahlentheorie fast allein behandelt werden und
behandelt werden koénnen, auf Fragen der Addition und Subtraktion
der zugehorigen Logarithmen, deren Losung dann vollig selbstverstand-
lich ist. Diese wesentliche Vereinfachung der Arithmetik beruht auf der
Moglichkeit, die p-adischen Zahlen in bestimmter Weise ihrer ,Grofie
nach so anzuordnen, daf fiir sie die wesentlichsten Grundgesetze der
Analysis in Geltung bleiben, und daf so die Exponentialfunktion und
ihre Umkehrung, der Logarithmus, auch in die Arithmetik eingefiihrt
werden kénnen.

Von den Fragen, welche nach der vollstandigen Theorie der linearen
Gleichungen und Kongruenzen mit diesen neuen Methoden behandelt
werden, bezieht sich die erste auf die Auflésung der reinen Gleichun-
gen und der reinen Kongruenzen im Ringe der g-adischen Zahlen; diese
findet bei der speziellen Behandlung der quadratischen Gleichungen im
Reziprozitéatsgesetze ihren natiirlichen Abschlufs. Mit den hier gewonne-
nen Hilfsmitteln kann dann zweitens in kurzen Ziigen eine Darstellung
der wichtigsten in diesen Rahmen gehorigen Ergebnisse der Theorie der
bindren und terndren quadratischen Formen gegeben werden; hier er-
geben sich zuletzt die Sétze iiber die Darstellung der rationalen Zahlen
durch binére Formen fiir den Bereich einer jeden Primzahl und die auf
dieser Grundlage beruhende Einteilung dieser Formen in Geschlechter.

Die in diesem Buche gegebene Darstellung setzt keine Vorkennt-
nisse voraus und ist so ausfiihrlich gehalten, daft Studierende der Ma-
thematik dasselbe mit vollem Versténdnis lesen konnen. Mochte es mir
dariiber hinaus gelungen sein, dem Leser auch etwas von der grofsen
Freude an diesem reinsten und, ich mochte sagen, mathematischsten
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Gebiete der Mathematik zu geben, welche ich selbst bei der mehrjahri-
gen Beschéftigung mit diesen Fragen empfunden habe.

Bei der Redaktion dieses Werkes hat mir Herr stud. phil. A. Fraen-
kel in unermiidlicher Arbeit sehr dankenswerte und wertvolle Unter-
stiittzung gegeben; bei der Herstellung des Sachregisters hat mir Herr
stud. phil. Ostrowski geholfen. Endlich gilt mein Dank den Leitern des
G. J. Goschen’schen Verlages, die mir meine Aufgabe durch verstéand-
nisvolles Eingehen auf meine Wiinsche und durch ihre bekannte Sorgfalt
im Druck und in der Ausstattung wesentlich erleichtert und verschont
haben.

Marburg, den 7. Juni 1913.
K. Hensel.
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Erstes Kapitel.

Die elementaren Rechenoperationen und
die Zahlbereiche.

§ 1. Gegenstand der Arithmetik. Der Bereich der rationalen
Zahlen. Die sieben Grundgesetze des Rechnens.

Die Arithmetik stellt sich die Aufgabe, die Eigenschaften der
rationalen ganzen und gebrochenen Zahlen zu ergriinden. Ich will
diese Zahlen selbst sowie auch die vier elementaren Rechenoperationen
der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Di-
vision, durch die sie miteinander verkniipft werden, als bekannt
voraussetzen.

Ich muft aber gleich hier die sieben Grundgesetze
hervorheben, welche fiir die Addition und die Multiplikation und
damit von selbst fiir die beiden inversen Operationen, die Subtraktion
und die Division, gelten und aus denen alle iibrigen die Addition und
Multiplikation betreffenden Rechengesetze fiir die rationalen Zahlen
als rein logische Folgerungen hergeleitet werden konnen.

) Das assoziative Gesetz der Addition: Es gilt fir jede Summe
von beliebig vielen, z. B. drei Summanden a, b, c:

(a+b)+c=a+ (b+c).

Die Klammern kénnen daher bei der Addition als bedeutungslos fiir
das Ergebnis weggelassen werden; esist (a+b)+c = a+(b+c¢) = a+b+c.
Z.B. ist

(3+4)+5=3+(4+5) =3+4+5,
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d. h.
T+5=3+09.

I1) Das assoziative Gesetz der Multiplikation: Es gilt fir jedes
Produkt von beliebig vielen, z. B. drei Faktoren a, b, c:

(ab)e = a(be).

Auch hier sind daher Klammern iiberfliissig; es ist (ab)c = a(bc) =
abc. Z. B. ist
(3-4)-5=3-(4-5)=3-4-5,
d. h.
125 =3-20.

II) Das kommutative Gesetz der Addition: Es gilt fiir beliebig
viele Summanden:
a+b=b+a,
a+b+c=c+b+a=....

IV) Das kommutative Gesetz der Multiplikation: Es gilt fiir
beliebig viele Faktoren:

ab = ba,
abc =cba = . ...
Nach dem dritten und dem vierten Gesetz kann also in jeder

Summe bzw. in jedem Produkt die Reihenfolge der Summanden bzw.
Faktoren beliebig vertauscht werden. So ist z. B.

3444+5=54+44+3=3+5+4=---=12,
3-4.5=5-4-3=3-5-4=---=60.
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V) Das distributive Gesetz der Addition und Multiplikation:
a(b+c¢) = ab+ ac.
Z.B. ist
4345)=4-3+4-5, d.h. 4-8=12+20.

VI) Das Gesetz der unbeschrinkten und eindeutigen Subtraktion:
Sind a und b beliebige rationale Zahlen, so gibt es stets eine einzige
rationale Zahl z, fiir die

a+z=>

ist. Diese Zahl x wird mit b — a bezeichnet und die Differenz von
bund a genannt; b heifst der Minuendus,ader Subtrahendus.
Nach dieser Definition ist also allgemein:

a+ (b—a)="0.
Z. B. folgt aus

54x=8, bzw. 84+y=05
r=8-5=3, bzw. y=5—-8=-3;

ebenso folgt aus

32
1

§+z—— z =
4 o a 12

3
VII) Das Gesetz der unbeschrinkten und eindeutigen Division: Ist

a irgendeine von Null verschiedene, b eine ganz beliebige rationale
Zahl, so gibt es stets eine einzige rationale Zahl x, fiir die

ar =2>
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b
wird. Diese Zahl z wird mit — oder b : a bezeichnet und der

a
Quotient von b und a genannt; b heift der Zadhler oder
Dividendus, a der Nenner oder Divisor. Nach dieser
Definition ist also allgemein, sobald a von Null verschieden ist:

Z. B. folgt aus

2 7
2r = L=y = —
xr=06, bzw 3y G
6 T 2 7
r=5 =3 bawe y=pig =g

Die Zahl Null, welche in dem siebenten Gesetz vorkommt, kann in
eindeutiger Weise als diejenige rationale Zahl charakterisiert werden,
fiir die bei jeder rationalen Zahl a

(1) a+0=a

gilt, deren Addition zu einer beliebigen rationalen Zahl also diese
ungeandert 1afst. Man kann daher die Zahl Null als das Einheits-
element fiir die Addition bezeichnen, wenn man allgemein
fiir eine beliebige Verkniipfungsoperation eine Zahl des Bereichs, deren
Verkniipfung mit jeder beliebigen Zahl desselben diese ungeéndert
laft, ein Einheitselement fiir die betreffende Operation nennt.
Bei dieser Definition ergibt sich die Existenz der rationalen Zahl 0
folgendermagfen allein aus den Grundgesetzen und zwar ohne Benutzung
des siebenten:

Zunéchst gibt es wegen VI) eine einzige rationale Zahl 0,, welche
zu einer beliebigen, aber fest gegebenen rationalen Zahl a hinzugefiigt
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diese ungeédndert lafkt, fiir welche also die Gleichung:
(1%) a+0,=a

gilt, sodak 0, = a — a ist. Fiir eine andere rationale Zahl b folgt ebenso
die Existenz einer einzigen rationalen Zahl 0,, fiir welche

2) b=0,=0b,

also 0, = b — b ist. Nun muf stets 0, = 0, sein. Wird némlich eine
dritte Zahl ¢ so gewéhlt, daf

(3) at+c=b

ist, was wiederum wegen VI) stets und auf eine einzige Weise moglich
ist, so folgt aus (1*) durch Addition von ¢ auf beiden Seiten und unter
Verwendung von I) und III):

(a+¢)+0,=a+¢, d. h nach (3): b+0,=0,
also wegen (2) und VI):
04 = Oy,

womit die Behauptung bewiesen ist. Man kann daher den gemeinsamen
Wert a —a=0—0b=---=0 setzen.

Ersetzt man ferner in der unter dem fiinften Grundgesetz
stehenden Gleichung ¢ durch 0, so folgt nach der Definition von 0:

alb+0)=ab=a-b+a-0,

d. h. es muf fiir jede rationale Zahl a stets a -0 =0 sein. Aus diesem
Grunde mufs im siebenten Grundgesetz a als von Null verschieden
vorausgesetzt werden, da fiir a = 0, wie auch x gewéhlt werde, stets
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0-z=ua-0=0 ist, also der in VII) vorkommende Wert b dann nicht
beliebig angenommen werden darf.

Ahnlich wie vorher die Null kann jetzt die Zahl 1 als
diejenige eindeutig bestimmte rationale Zahl definiert werden, deren
Multiplikation jede rationale Zahl a ungedndert 1aft, fiir die also stets

a-1=a

ist. Hiernach kann 1 in dem oben angegebenen Sinn als das
Einheitselement fiir die Multiplikation bezeichnet
werden. Nach dieser Definition ergibt sich die FExistenz von 1 direkt
aus den Grundgesetzen (hier unter Benutzung des siebenten) ganz
entsprechend dem vorhin fiir die Existenz der Null gefiihrten Beweise
folgendermafen: Sind @ und b beide von 0 verschieden, so folgt aus
VII) die Existenz je einer eindeutig bestimmten rationalen Zahl 1,
und 1, fiir welche

(4) a-la:a, blb:b

wird. Ist wieder ¢ so gewéhlt, daf ac = b ist, so folgt aus der ersten
Gleichung (4) nach Multiplikation beider Seiten mit ¢ wegen II)
und IV):

(ac) -1, =ac oder b-1,="0;

es mufs also notwendig fiir beliebige von 0 verschiedene rationale
Zahlen a, b, ... stets 1, =1, =--- =1 sein. Aber auch fiir a = 0 ist
0-1 =0 nach dem Ergebnis des letzten Absatzes; also ist in der Tat
fiir jedesa a-1=a, w.z b. w.

Es ist eine sehr reizvolle Aufgabe, die elementaren Rechengesetze
direkt als Folgerungen aus den soeben aufgestellten sieben Grundgesetzen
herzuleiten. Diese Aufgabe mag dem Leser iiberlassen bleiben. Es
werde hier nur auf den folgenden Satz aufmerksam gemacht, welcher
eine unmittelbare Folge jener Gesetze, insbesondere des siebenten, ist.
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Ein Produkt ist dann und nur dann Null, wenn mindestens
einer seiner Faktoren Null ist.

Sind namlich a und b zwei von Null verschiedene rationale Zahlen,
so ist ab von a-0 = 0 verschieden, weil nach VII) nur eine einzige
Zahl x existiert, fiir welche ax = 0 ist. Dak fiir jedes rationale a stets
a-0=0-a=0 ist, wurde bereits bewiesen.

Endlich soll hier noch die folgende wichtige Bemerkung
angeschlossen werden: Fiir den Bereich der rationalen Zahlen sind
die Addition und die Multiplikation die gewohnlich so bezeichneten
bekannten Operationen, und das Gleiche gilt von den inversen
Operationen, der Subtraktion und der Division. Da sich aber alle
Gesetze des elementaren Rechnens allein aus den sieben oben
angegebenen Grundgesetzen als rein logische Folgerungen ergeben, so
bleiben diese Rechengesetze unverindert bestehen, wenn man statt
des Bereiches der rationalen Zahlen irgendeinen anderen Bereich
betrachtet und Addition und Multiplikation irgendwie anders definiert,
vorausgesetzt nur, dafs auch fiir diese anders definierten Operationen
jene sieben Grundgesetze giiltig bleiben. Von dieser Tatsache wird im
folgenden sehr haufig Gebrauch gemacht werden.

§ 2. Die Korper.

Der soeben betrachtete Bereich der rationalen Zahlen bietet das
erste Beispiel fiir einen sog. Korper. Wir werden diesem Begriff in
der Folge so haufig begegnen, daft es sich empfiehlt, gleich hier eine
ganz allgemeine Definition desselben zu geben. Es sei uns ein Bereich

K(a,b,c,...)

von irgendwelchen Elementen gegeben (z. B. der vorher betrachtete
Bereich aller rationalen Zahlen oder der Bereich aller reellen Zahlen);
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ferner seien fiir diese Elemente zwei Verkniipfungsoperationen definiert,
die wie vorher Addition und Multiplikation genannt werden sollen und
mittels derer aus je zwei beliebigen Elementen des Bereichs K stets
eindeutig abermals ein Element desselben Bereiches K gewonnen wird.
Gelten dann fiir diese beiden Operationen die sieben vorher angegebenen
Grundgesetze, so soll der Bereich K ein Korper genannt werden.
So bilden die rationalen Zahlen, wenn sie durch die gewohnlichen
elementaren Rechenoperationen, die vier Spezies, miteinander verkniipft
werden, den sog. Kérper der rationalen Zahlen, dessen
Elemente séamtlich offenbar aus dem Einheitselement 1 durch sukzessive
Anwendung dieser Rechenoperationen erhalten werden konnen. Aus
diesem Grunde soll der Korper der rationalen Zahlen auch kurz
durch K(1) bezeichnet werden; die am Anfang angegebene Aufgabe
der elementaren Arithmetik kann daher als die Untersuchung der
Eigenschaften der Elemente von K (1) definiert werden. Es gibt aber
auker K (1) noch unendlich viele andere Korper, und gerade die
Erforschung der Eigenschaften verschiedener solcher Zahlkorper wird
spater eine unserer Hauptaufgaben bilden.

Der einfachste Korper ist derjenige, welcher aus dem einzigen
Elemente Null bei Verwendung der gewdhnlichen Addition und
Multiplikation besteht; denn man erkennt leicht, dafs fiir diesen Bereich
alle sieben Grundgesetze erfiillt sind, da 04+0=0 und 0-0 =10
ist. Dieser Korper werde Nullkoérper genannt und durch K(0)
bezeichnet. Andere bekannte Korper sind z. B. der Korper aller reellen
Zahlen oder der Korper aller reellen und komplexen Zahlen, beidemal
bei Erklarung der Addition und der Multiplikation im gewohnlichen
Sinn. Es ist nicht nétig, daf ein Kérper immer aus einer unendlichen
Anzahl von Elementen besteht; spéter werden wir vielmehr auch
Korper kennen lernen, welche nur eine endliche Anzahl von Elementen
besitzen.
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Jeder Korper enthélt, wie im § 1 allgemein bewiesen wurde, ein
Element Null und, falls er nicht der Nullkorper ist, auch ein von
Null verschiedenes Element Eins, also je ein Einheitselement fiir die
Addition und die Multiplikation; ferner gilt nach dem Beweise a. S. 6
fiir jeden Korper der Satz, daf ein Produkt ab stets und nur dann Null
ist, wenn mindestens einer der Faktoren Null ist. Beim Beweis dieses
letzten Satzes wurde insbesondere von der Giiltigkeit des siebenten
Grundgesetzes Gebrauch gemacht.

Der hier definierte und an die Spitze der ganzen Betrachtung
gestellte Begriff des Korpers ist nur einer von denjenigen allgemeinen
Begriffen, deren Einfiihrung in die Arithmetik so fruchtbar geworden
ist; allerdings ist er fiir die Arithmetik wohl auch der wichtigste
unter ihnen. Man kann als eine Eigentiimlichkeit der Zahlenlehre das
Bestreben bezeichnen, die einzelnen Zahlen als Elemente groferer
Zahlbereiche zu betrachten, welche, wie die Korper, durch bestimmte
Eigenschaften charakterisiert sind, und die Betrachtung der einzelnen
Zahlen durch die genaue Ergriindung der Eigenschaften jener Bereiche
zu ersetzen.

Bei dieser Auffassung kann jeder Zahlkorper als ein Bereich
charakterisiert werden, in welchem alle vier elementaren Rechen-
operationen, d. h. die Addition, Subtraktion, Multiplikation und die
Division, unbeschrankt und eindeutig ausfiihrbar sind. Thnen nahe
stehen nun solche Bereiche, innerhalb deren nur gewisse von diesen
vier Grundoperationen immer ausfithrbar sind, andere aber nicht. Ich
will gleich hier diejenigen unter diesen Bereichen hervorheben, welche
fiir die Arithmetik besonders wichtig geworden sind.
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§ 3. Die Moduln.

Es sei M(a,b,c,...) wieder ein Bereich von Elementen, und es
sei fiir sie nur eine einzige Verkniipfungsoperation definiert, welche
Addition genannt werde und mittels derer aus je zwei Elementen
a und b von M wieder ein Element ¢ = a + b desselben Bereiches M
hervorgeht. Fiir diese Addition moégen wieder die drei Grundgesetze
gelten, welche fiir sie unter I), III) und VI) im § 1 aufgestellt waren,
namlich:

I') Das assoziative Gesetz der Addition:

(a+b)+c=a+ (b+c).

IT') Das kommutative Gesetz der Addition: a +b = b+ a.

IIT") Das Gesetz der unbeschrinkten und eindeutigen Subtraktion:
Sind a und b beliebige Elemente aus M, so gibt es stets in M ein
einziges Element x = b — a, fiir das a + x = b wird.

Jeder solche Zahlbereich M wird nach Dedekind ein Modul
genannt. Aus III') folgt, dafs jeder Modul notwendig das Element
a—a=0b—0b=---=0 enthalt. Jeder Korper ist natiirlich ein Modul,
aber nicht umgekehrt jeder Modul ein Korper.

Sind z. B. @ und b zwei beliebige ganze Zahlen, so bilden alle
diejenigen ganzen Zahlen einen Modul, welche aus a und b durch
beliebig oft angewandte Addition und Subtraktion entstehen, also die
Zahlen (0,%+a,+2a,...,£b,£2b,...,+a+b,+a +2b, ...), allgemein
also alle Zahlen

(ma + nb),

wo m und n unabhéngig voneinander alle positiven und negativen
ganzzahligen Werte durchlaufen. Ist z. B. a = 6, b = 10, so erkennt
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man leicht, daf in dem Modul M = (6,10) = (6m + 10n) alle und
nur die durch 2 teilbaren ganzen Zahlen, also alle geraden Zahlen
enthalten sind. Ebenso enthélt der Modul (61 + 9m + 15n) alle und
nur die durch 3 teilbaren Zahlen, wie man sich leicht iiberzeugt.

Der einfachste Modul ist auch hier der sog. Nullmodul M (0),
welcher aus dem einzigen Elemente 0 besteht, denn fiir ihn sind
ja offenbar die Gesetze I'), II), III') giiltig. Jeder andere Modul
M (a,b,...) mufs das Element 0 enthalten, da in ihm sicher die Grofe
a—a=b—b=---=0 vorkommt.

Andere spezielle Moduln sind z. B. der Bereich aller ganzen Zahlen
(0,£1,42,...), der Bereich aller reellen sowie derjenige aller reellen
und komplexen Zahlen, wobei jedesmal die Addition im gewohnlichen
Sinn verstanden wird.

Ist allgemein M ein beliebiger Modul, welcher von dem nur das
einzige Element Null enthaltenden Nullmodul verschieden ist,
also aufser 0 noch ein anderes Element a enthilt, so enthélt er aufer a
nach seiner Definition auch alle Elemente

a+a, at+a+a, ..., at+a+---+a, ...

welche abgekiirzt durch die Symbole 2a, 3a, ..., ma, ... bezeichnet
werden mogen. Enthélt M auch die gewdhnlichen positiven Zahlen
1, 2, 3, ..., und darf man die Elemente von M speziell mit ihnen
multiplizieren, so sind jene Summen direkt gleich den Produkten m - a;
anderenfalls sind die Symbole ma nur abgekiirzte Bezeichnungen fiir
die in M vorhandenen Summen a+a, a4+ a+a, ... mit zwei, drei, ...
gleichen Summanden a. Ferner werde das Nullelement, welches nach
der soeben gemachten Bemerkung ebenfalls in M vorkommt, durch 0-a
bezeichnet. Ebenso enthélt M nach III') auch das zu a komplementére
Element a, fir das a+a = 0 ist und welches wieder durch —a
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bezeichnet werden moge. Endlich kommen in M auch die aus —a
durch wiederholte Addition zu sich selbst erzeugten Elemente

vor, die kurz durch —2a, —3a, ... bezeichnet werden sollen.
Alle diese Elemente ma, wo m eine positive oder negative ganze
Zahl oder 0 bedeutet, heiffen die ganzzahligen Vielfachen
von a. Da ferner nach den soeben gegebenen Definitionen offenbar
stets ma +na = (m + n)a ist, so erkennt man auf diese Weise, dafs
nachst dem Nullmodul die einfachsten Moduln diejenigen M (a) sind,
welche aus allen und nur den ganzzahligen Vielfachen eines einzigen
Elementes bestehen, und daf ein Modul, der ein von Null verschiedenes
Element a enthélt, notwendig alle ganzzahligen Vielfachen desselben,
d. h. den ganzen Modul M(a) enthalten muf.

Kommt in M aufer allen Elementen ma noch ein anderes
Element b vor, so enthadlt M auch alle ganzzahligen Vielfachen nb
von b und also auch alle Elemente ma + nb, welche aus jenen additiv
zusammengesetzt werden konnen; alle diese Elemente ma + nb bilden
fiir sich einen Modul, welcher durch M (a,b) bezeichnet werde. Die
Elemente a und b sollen eine Basis fiir diesen Modul M(a,b)
genannt werden. Ist ¢ ein weiteres, nicht unter den Elementen ma + nb
vorkommendes Element aus M, so enthdlt M auch alle Elemente
ma + nb + rc, wo m, n, r unabhangig voneinander alle ganzen Zahlen
durchlaufen, d.h. M enthdlt den ganzen Modul M (a,b,c), dessen
Basis die drei Elemente a, b, ¢ sind. Allgemein bilden alle Elemente
von M

e=ma-+nb+rc+---+ sd,

in denen m, n, r, ... s alle moglichen positiven oder negativen ganzen
Zahlen bedeuten und fiir welche die Produkte ma, ... wie oben
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definiert sind, einen Modul M (a, b, ¢, ... d), und die Elemente (a, b, ... d)
heifsen eine Basis fiir denselben. Jedes FElement e dieses Moduls
wird eine homogene lineare Funktion der Elemente
a, b, ¢, ... mit ganzzahligen Koeffizienten genannt;
also ist z. B. 4a — 3b — ¢+ 9d eine homogene lineare Funktion der
Elemente a, b, ¢, d mit ganzzahligen Koeffizienten.

§ 4. Die Gruppen oder Strahlen.

Es sei G(a,b,c,...) ein System von Elementen, fiir die wiederum
nur eine einzige Verkniipfunsgoperation definiert ist, welche aber
diesmal Multiplikation genannt werden soll, und vermittelst
derer aus je zwei Elementen a und b von G stets wieder ein eindeutig
bestimmtes Element ¢ = ab desselben Bereiches G hervorgehen moge.
Fiir diese Multiplikation sollen wieder die drei Grundgesetze gelten,
welche fiir sie unter II), IV) und VII) im § 1 aufgestellt waren (doch
soll letzteres Gesetz hier ausnahmslos d. h. fiir jeden Divisor gelten),
namlich:

1) Das assoziative Gesetz der Multiplikation: (ab)c = a(bc).
I1") Das kommutative Gesetz der Multiplikation: ab = ba.

II1") Das Gesetz der unbeschrinkten und eindeutigen Division:
Sind @ und b beliebige Elemente aus G, so gibt es in G stets ein

b
einziges Element x = —, fiir das ax = b ist.

Jedes solche Systcelm G wird nach Weber eine Gruppe, nach
Fueter ein Strahl genannt. Da die hier gemachten Voraussetzungen,
abgesehen von der Bezeichnung der Operation (Multiplikation statt
Addition), Wort fiir Wort mit den fiir den Modul gemachten
iibereinstimmen, so folgt sofort, daf fiir die Gruppen genau die



Erstes Kapitel. 14

namlichen Satze gelten miissen wie fiir die Moduln. Wir wiirden
daher keine Veranlassung haben, jene Sétze getrennt aufzufiihren,
wenn wir sie nicht auch auf die Untersuchung der rationalen Zahlen
anwenden und hierbei von diesen beiden Operationen die eine mit der
gewohnlichen Addition, die andere mit der gewohnlichen Multiplikation
identifizieren wollten. Zunéchst sollen daher die fiir die Moduln schon
gefundenen Séatze jetzt fiir die Gruppen oder Strahlen noch einmal
ausgesprochen werden. Bemerkt sei vorher noch, daf jeder Korper
bei Ausscheidung seines Nullelements eine Gruppe darstellt, dafs aber
keineswegs die Umkehrung gilt.

Auch hier wiirde das einzige Element 0 fiir sich eine Gruppe
bilden, da fiir dieses offenbar die drei Gesetze I'), I11”), III”) erfiillt
sind. Enthélt aber eine Gruppe G auch nur ein von Null verschiedenes
Element a, so kann sie niemals die Null enthalten, da ja anderenfalls
keine Grofe x in G vorkommen kann, fiir welche 0-z = a ist; das
Grundgesetz II1”) wére somit nicht ausnahmslos erfiillt. Aus diesem
Grunde wollen wir im folgenden die uneigentliche ,,Nullgruppe* von der
Betrachtung ausschlieften. Dann enthélt also jede eigentliche Gruppe
nur von Null verschiedene Elemente.

Jede Gruppe G enthélt notwendig das Element 1, da die Gleichung
ar = a eine Losung = = 4 in G besitzen muf. Das Element 1

bildet fiir sich eine und z%var die einfachste Gruppe. Enthélt G
aufler 1 noch wenigstens ein anderes Element a, so enthédlt G auch
alle Elemente aa, aaa, ..., welche hier kiirzer durch die Symbole
a®, a3, ... bezeichnet werden mogen; ebenso enthilt G auch das zu
a komplementire Element a, welches durch die Gleichung aa = 1

1

eindeutig bestimmt ist und welches einfacher durch o™ oder —

a
bezeichnet werde. Auferdem kommen in G die Produkte (a™')(a™!),
(@) (at)(a™h), ... vor, welche durch a2, a3, ... bezeichnet werden
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sollen. Enthélt also G ein von 1 verschiedenes Element a, so enthélt GG
alle in der Reihe (a™) vorkommenden Elemente, wobei m alle positiven
und negativen ganzzahligen Werte einschliefslich 0 durchlauft und
speziell a® = 1 angenommen wird. Da bei dieser Definition wiederum
offenbar a™ - a™ = a™*™" ist, so bilden diese Elemente auch schon fiir
sich eine Gruppe, welche die zu a gehorige Untergruppe
G(a) = (...a™...) heifen soll.

Kommt in G aufer den Elementen der Untergruppe G(a) noch
ein anderes Element b vor, so enthilt G auch sédmtliche Elemente
der ganzen Untergruppe G(b) = (...0™...) und auch das aus G(a)
und G(b) zusammengesetzte System

Ga,b) = (...a™b"...),

welches ebenfalls eine Gruppe bildet, da (a™b")(a™ b)) = a™ ™ b+
ist. Hat G allgemeiner die Elemente a, b, ... ¢, so enthélt G auch die
zu diesen Elementen gehorige Untergruppe

G(a,b,...c)=(...,a™b"...c",...),

welche aus allen Potenzprodukten a™b™...c¢" mit positiven oder

negativen ganzzahligen oder auch verschwindenden Exponenten
besteht.

Beispiele spezieller Gruppen sind das System (1,—1), ferner
das System aller positiven rationalen Zahlen, endlich das System
aller positiven reellen Zahlen, wenn jedesmal die Multiplikation im
gewohnlichen Sinn verstanden wird.

§ 5. Die Ringe.

Es sei R(a,b,c,...) ein Bereich von Elementen, fir die
zwei Verkniipfungsoperationen definiert sind, welche Addition und
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Multiplikation heiffen mogen und vermittelst derer wieder aus
irgendwelchen zwei Elementen von R je ein eindeutig bestimmtes
Element desselben Bereiches R hervorgeht. Fiir diese Operationen
sollen alle im § 1 angegebenen Grundgesetze mit Ausnahme des
siebenten gelten, d. h. die Elemente mdgen sich durch die Operationen
der Addition, der Subtraktion und der Multiplikation, nicht aber
notwendig durch die Division reproduzieren. Jedes solche System wird
nach Hilbert ein Ring genannt. Ein Ring enthdlt notwendig das
Element Null, braucht aber nicht das Element Eins zu enthalten, da
das siebente Grundgesetz nicht gelten muf. Jeder Korper ist zugleich
ein Ring, jeder Ring auch ein Modul, da in ihm ja die Addition
und Subtraktion unbeschrankt und eindeutig ausfiihrbar sind; die
Umkehrungen gelten aber natiirlich nicht.

Z. B. bildet das System aller ganzen Zahlen offenbar einen Ring,
weil die Summe, die Differenz und das Produkt von ganzen Zahlen
wieder eine ganze Zahl ist. Aber auch das System aller geraden Zahlen
oder {iberhaupt jedes System (...ma...) aller ganzzahligen Vielfachen
einer ganzen Zahl a bildet einen Zahlring; dies ist aber nicht mehr der
Fall, wenn a eine gebrochene Zahl darstellt. Z. B. kommt das Element
-4 =5 nicht in dem Bereich (...m4...) vor, der daher nur einen
Modul bildet.

Auf die folgende Art kann man aus zwei beliebig gegebenen
Korpern einen Ring bilden: Es seien

K(a,b,c,...) und K'(d,V,c,...)
zwei beliebige Korper; 0 und 1 bzw. 0/ und 1’ mogen fiir sie das Null-
und das Einselement bezeichnen. Sind dann a, b bzw. o', V' je zwei
beliebige Elemente von K und K’, so sind

a+b, a—0, ab, bzw. o +0b, o =V, dV, —

a
b
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eindeutig bestimmte Elemente innerhalb K bzw. K’, mit der Makgabe,
daft bei der Division der Nenner b bzw. &’ nicht Null sein darf.
Ich bilde nun einen neuen Bereich:

R(A,B,C,...)=R(K,K'),
dessen Elemente
A=(a,d), B= (), ... D=(d,d)

aus allen und nur den Systemen (d,d’) bestehen sollen, deren erster
und zweiter Bestandteil d, d’' je ein beliebiges Element von K bzw.
K’ ist. Zwei Elemente A = (a,a’) und B = (b, V') sollen dann und nur
dann gleich heiffen, wenn sie identisch sind, wenn also

a=0b, d="V

ist.

Fiir diesen Bereich definiere ich nun zwei Verkniipfungsoperationen,
die Addition und die Multiplikation, durch die beiden folgenden
Gleichungen:

A+ B=(a+bd +1b),
AB = (ab,d't").
Dann erkennt man ohne weiteres, dafs fiir diesen Bereich und
die so definierten Verkniipfungsoperationen die fiinf ersten im § 1

aufgestellten Grundgesetze bestehen, weil sie n. d. V. fiir die Korper
K und K’ erfiillt sind. So ist z. B.

A+B=(a+bd +b)=((b+ab +d)=B+A,
(AB)C = ((ab)c, (a't')) = (a(be),d' (V') = A(BC),
AB+C) = (a(b+c),d (b +)) = (ab+ ac,d't +d'c)=AB + AC
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usw. Aber auch das sechste Gesetz ist fir R erfiillt. Sind nédmlich
A und B beliebige Elemente von R, so gibt es ein einziges Element
X = (x,2), fiir welches:

A+ X =8B

ist, welches also mit B — A bezeichnet werden kann, ndmlich das
Element

X=(0b-alt —d).
Endlich besitzt R je ein Element Null und Eins, ndmlich die Systeme
O=(0,0) und I=(1,1"),
denn allein fiir sie ist ja bzw.:
A+O=A und Al =A.

Hieraus folgt also, dafs der Bereich R(K, K’) wirklich ein Ring ist,
da fiir ihn die sechs ersten Grundgesetze bestehen. Wir wollen
ihn den aus den Korpern K und K’ komponierten
Ring nennen.

Man erkennt aber sofort, dak R sicher kein Korper ist, dafs also
fiir seine Elemente nicht auch das siebente Grundgesetz, das der
unbeschrankten und eindeutigen Division, besteht. Sind némlich

A= (a,d), B=(bl)
zwei beliebige Elemente von R, so besitzt die Gleichung
(1) AX =B

dann und nur dann eine Losung X = (z,2'), wenn man zwei Elemente
2 und 2’ von K und K’ so bestimmen kann, dak:

(2) (ax,ad'z") = (b))
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ist, dafs also die beiden Gleichungen:
(2%) ar="5b, dx' =V

in K und K’ eine Losung besitzen. Dies ist stets und zwar nur auf eine
Weise moglich, wenn weder a = 0, noch auch o’ = 0/ ist; denn dann

b v
sind, wie auch b und b gewdhlt seien, v = —, 2’ = — die eindeutig

a a
bestimmten Losungen der beiden Gleichungen (2%). Die Gleichung (2)
besitzt dann also stets die eindeutig bestimmte Losung:

@ (21,

B
welche wir durch — bezeichnen, und den Quotienten von

B und A nennen koénnen.

Ist dagegen nur einer der Bestandteile von A, etwa der erste,
gleich Null, der andere a’ aber von Null verschieden, so ist A = (0, a’)
nicht gleich Null, aber trotzdem hat die Gleichung;:

AX =B, d.h (0-z,d2")=(0,d'2") = (b,V)

nur dann eine Losung, wenn auch in B = (0,0') der erste Bestandteil
gleich Null ist, und in diesem Falle hat jene Gleichung nicht eine,
sondern unendlich viele Losungen, da die beiden Gleichungen:

0-2=0, da’ =0

/

b
offenbar durch jedes Wertsystem X = (a:, —/) befriedigt wird, dessen
a

erster Bestandteil x innerhalb K ganz beliebig angenommen werden
kann.
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Der Bereich R(K, K') stellt also in der Tat stets einen Ring
dar, da in ihm dann und nur dann die Division einer Zahl B
durch eine andere A unbeschrinkt und eindeutig ausfithrbar ist,
wenn in dem Divisor A = (a,a’) keiner der beiden Bestandteile
a und a’ gleich Null ist.

Ich bin absichtlich schon an dieser Stelle etwas ausfiihrlicher auf
diese Art der Ringbildung aus zwei beliebigen Zahlkérpern K und K’
eingegangen, weil sich zeigen wird, dak alle in der Zahlentheorie
zu betrachtenden Zahlenringe sich im wesentlichen in dieser Weise
aus zwei oder mehr Zahlkorpern zusammensetzen lassen, so daf sich
die kompliziertere Untersuchung dieser Ringe vollstdndig und hochst
einfach auf die Betrachtung der sie zusammensetzenden Zahlkorper
zuriickfiihren lassen wird.
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Der Korper der rationalen Zahlen. Die
Primzahlen.

§ 1. Die Teilbarkeit der Zahlen. Der grofite gemeinsame
Teiler.

Ich wende mich nun zuerst der Untersuchung der rationalen Zahlen
oder der Zahlen des Kérpers K (1) zu und betrachte hier besonders ihre
Eigenschaften in bezug auf ihre multiplikative Zusammensetzung aus
einfachen Elementen. Eigentlich sollte man diese Untersuchung fiir jede
der beiden elementaren Rechenoperationen, also sowohl fiir die additive
wie auch fiir die multiplikative Komposition und Dekomposition
fiihren. Aber die bei der additiven Zerlegung auftretenden Fragen sind
entweder zu trivial oder zu schwierig; wir besitzen noch keine eigentlich
wissenschaftliche und systematisch aufgebaute additive Zahlentheorie.
Dagegen ist die multiplikative Arithmetik von Gauff in seinen
Disquisitiones arithmeticae, die er bereits als 19jahriger Jiingling im
wesentlichen vollendet hatte, wundervoll einfach und systematisch
entwickelt worden. Mit dieser multiplikativen Zahlentheorie werden
wir uns in der Folge beschiftigen. Dabei wollen wir uns vorlaufig
auf den Bereich (0,41,+2,...) der ganzen positiven und negativen
Zahlen einschliefslich Null beschrinken, da ja jede gegebene rationale
Zahl als Quotient von zwei ganzen Zahlen auf multiplikativem Wege
dargestellt werden kann.

Wie schon oben erwdhnt wurde, bilden die ganzen rationalen
Zahlen einen Zahlring R(1), da in ihrem Bereiche die Addition,
die Subtraktion und die Multiplikation unbeschrankt und eindeutig
ausfiihrbar ist.
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Wir wollen uns die ganzen Zahlen in der iiblichen Weise whrer
Grif$e nach geordnet denken und fiir ihre Vergleichung nach der Grofe
die Bezeichnungen a > b und b < a im gewohnlichen Sinn verwenden.
Unter dem absoluten Wert einer Zahl a verstehen wir die
Zahl a selbst oder die Zahl —a, je nachdem a positiv oder negativ ist;
der absolute Wert einer beliebigen positiven oder negativen Zahl ist
also stets positiv. Der absolute Wert von a soll durch |a| bezeichnet
werden. So ist z. B. | — 6| =6, |7| = 7. Ferner sei |0 = 0.

Sind a und b zwei beliebige ganze Zahlen, von denen nur b von
Null verschieden sein muf, so kann man a durch b dividieren und erhélt
dabei neben einem ganzzahligen Quotienten m einen Divisionsrest c;
man kann diesem Rest die Bedingung auferlegen, entweder dafs er
positiv oder negativ, aber seinem absoluten Werte nach moglichst
klein sein, oder daf er einen moglichst kleinen nicht negativen Wert
haben soll; doch mag zunéchst von einer solchen speziellen Vorschrift
abgesehen und nur verlangt werden, daf der Rest ¢ seinem absoluten
Wert nach kleiner als der absolute Wert des Divisors b sei, wodurch
¢ im allgemeinen zweideutig bestimmt ist. Es besteht also stets eine
Gleichung

a=mb+c, wo |c|<|b|

ist. So ist z. B.: fiir a =212, b =13
212=16-13+4=17-13 -9,

und beide Male sind die Divisionsreste ¢ = 4, ¢ = —9 absolut
genommen kleiner als 13.

Ist der Divisionsrest ¢ = 0, also a = mb, so heilt a ein
Vielfaches oder Multiplum vonb, bein Teiler von a. Nur

dann ist a_ m eine ganze Zahl. Allein in diesem Falle ist die Division

im Ringe R(1) der ganzen Zahlen ausfiihrbar. Es gilt der Satz:
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Ist a teilbar durch b, b teilbar durch ¢, so ist a teilbar durch c.
Denn aus den beiden Bezichungen a = mb, b = nc folgt ja a = (mn)c.

Ist eine Zahl 6 in mehreren Zahlen a, b, ... ¢ enthalten, so heifst
0ein gemeinsamer Teiler von a, b, ... c¢. Da zugleich mit ¢
auch —¢ gemeinsamer Teiler von a und b ist, so wollen und kénnen
wir uns im folgenden immer auf die Betrachtung der positiven Teiler
beschranken.

Beispiele: 1) 24 und 36 haben die gemeinsamen Teiler 6 = 1, 2, 3,
4, 6, 12 und keine anderen.

2) 30, 45 und 75 haben die gemeinsamen Teiler § = 1, 3, 5, 15.

3) 120, 180 und 300 haben die gemeinsamen Teiler 6 = 1, 2, 3, 4,
5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60.

Die wichtigste Aufgabe dieses Kapitels ist nun folgende:

Es sollen alle gemeinsamen Teiler 6 von beliebig vielen

gegebenen ganzen Zahlen a, b, ... ¢ gefunden werden.
Ist § irgend ein gemeinsamer Teiler von a, b, ... ¢, ist also a = a9,
b=byd, ...c = cyd, so ist auch jede Zahl, welche aus a, b, ... ¢ durch

Addition oder Subtraktion hervorgeht, also jede Zahl
ra+sb+---+tc= (rag+ sby + - +tcy)d

des durch die Basis a, b, ... ¢ bestimmten Moduls M (a,b,...c) durch
0 teilbar. Wir kénnen also die obige Aufgabe auch so aussprechen:

Es sollen alle gemeinsamen Teiler o sédmtlicher Elemente
eines durch die ganzen Zahlen a, b, ... ¢ bestimmten Moduls
M(a,b,...c) gefunden werden.
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Jeder solche durch eine beliebige Basis bestimmte ganzzahlige
Modul M (a,b, ...c) ist nun gleich einem eingliedrigen Modul M (d). Ist
namlich d die kleinste positive Zahl, welche in M (a,b, ... c) vorkommt,
so beweise ich, daf dieser Modul gleich dem eingliedrigen Modul M (d)
ist, welcher aus allen und nur den Vielfachen von d besteht. Einmal
namlich enthélt ja M(a,b, ...c) nach der Definition des Moduls sicher
alle Vielfachen von d, da er dieses Element selbst enthélt. Zweitens
aber kann dieser Modul auch nicht ein einziges Element enthalten, das
kein Vielfaches von d ist; denn ist z. B. a nicht durch d teilbar, also
a = md + dy, wo dy positiv und kleiner als d angenommen werden
darf, so kann a nicht dem Modul M(a,b,...c,d) angehoren, weil sonst
auch dy = a — md < d ihm angehoren miifste, wihrend doch nach
Voraussetzung d die kleinste positive Zahl des Moduls ist. Es besteht
also der Satz:

Jeder ganzzahlige Modul M (a,b,...c) ist gleich einem
eingliedrigen Modul M(d), dessen Grundelement die kleinste
positive Zahl ist, welche in M(a,b,...c) vorkommt.

Hiernach sind alle gemeinsamen Teiler 6 der Zahlen a, b, ... ¢
identisch mit den gemeinsamen Teilern aller Zahlen (0, +d, £2d,...)
des eingliedrigen Moduls M (d), diese aber sind offenbar einfach die
samtlichen Divisoren der einen Zahl d, diese selbst eingeschlossen. d ist
demnach der gréfste gemeinsame Teiler jener Zahlen. Wir
konnen somit den folgenden Fundamentalsatz aussprechen, der die
vollstéandige Losung des oben gestellten Problemes ergibt:

Alle gemeinsamen Teiler von beliebig vielen ganzen Zahlen
a, b, ... ¢ sind die sdmtlichen Divisoren des grofiten unter ihnen;
dieser grofste gemeinsame Teiler ist die kleinste positive Zahl, die
in dem Modul M/(a,b,...c) vorkommt. Der grofte gemeinsame
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Teiler d der Zahlen a, b, ... ¢ soll kurz mit d = (a,b,...c)
bezeichnet werden.

So ist z. B.
12 = (24,36); 15=(30,45,75); 60 = (120, 180, 300);

man sieht aus den a.S. 23 gegebenen Beispielen, dafs wirklich alle
gemeinsamen Teiler z. B. von 120, 180 und 300 in der Zahl 60, ihrem
grofiten gemeinsamen Teiler, enthalten sind und zwar samtliche Teiler
dieses grofiten gemeinsamen Divisors darstellen.

§ 2. Bestimmung des grofiten gemeinsamen Teilers. Das
kleinste gemeinsame Vielfache mehrerer Zahlen.

Es gibt ein einfaches Verfahren, um die kleinste in einem
Modul M/(a,b,...c) vorkommende positive Zahl d, also den groften
gemeinsamen Teiler von a, b, ... ¢ zu bestimmen. Hierzu sei nur noch
der folgende, auch sonst in diesem Paragraphen ofters benutzte Satz
vorausgeschickt:

Ein Modul M(a,b,...c) bleibt ungeéndert, wenn von einem
Elemente seiner Basis ein ganzzahliges Vielfaches eines anderen
abgezogen oder zu ihm hinzugefiigt wird. Es ist also:

M(a,b,...c)=M(d',b,...c), wenn da =a—tb

ist.

Da némlich ¢’ = a — tb dem Modul M(a,b,...c) und a = da’ +tb
dem Modul M(d',b,...c) angehort, so stimmt offenbar die Gesamtheit
aller durch die Basis (a,b,...c) und der durch die Basis (d/,b,...c)
homogen und linear darstellbaren Zahlen iiberein.
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Ist speziell a = tb ein Vielfaches von b, so ist M(a,b,...c) =
M(a—tb,b,...c) = M(0,b,...c), und da in jeder Basis das Element 0
offenbar fortgelassen werden kann, so ist in diesem Falle:

In einem Modul kann also jedes Element seiner Basis
einfach fortgelassen werden, welches ein Multiplum eines anderen
Basiselementes ist.

Wir denken uns nun die Basiselemente a, b, ¢, ... e des
Moduls M, die alle positiv angenommen werden kénnen, ihrer Grofse
nach geordnet, so dak a < b < c < --- < e ist. Dann kann man

zunachst ein geeignetes Vielfaches ta von a derart finden, dafs die
Differenz b’ = b — ta nicht negativ und kleiner als a wird; in dem nach
dem letzten Satz mit dem urspriinglichen iibereinstimmenden Modul
M(a,V,c,...e) ordne man die Elemente a, V', ... wieder ihrer Grofe
nach an, wozu nur ' mit a zu vertauschen ist. In dieser Weise fahre
man sukzessive fort; ergibt sich einmal die Differenz Null, so kann
man diese einfach fortlassen. Da das jeweils kleinste der betrachteten
Elemente bei jedem Schritt verkleinert wird, so kann dieses Verfahren
nicht ins Unendliche fortgesetzt werden; man muf also nach einer
endlichen Zahl von Schritten zu einem dem urspriinglichen Modul
dquivalenten System mit nur einem einzigen Element d gelangen.
Dieses Element ist daher der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen
a, b, c, ... e

Die Anwendung dieser Methode auf die Bestimmung des grofsten
gemeinsamen Teilers d = (a,b) von nur zwei positiven ganzen Zahlen
fiihrt auf das altberithmte Euklidische Verfahren (Euklid’s
Elemente Buch VII Satz 2). Ist etwa a > b, so bilden wir durch
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sukzessive Division die folgenden Gleichungen:

a=mb+c

b=nc +d

c=pd +e
(1)

f=s9g +h

g = th;

dann bilden die Zahlen a, b zusammen mit den ganzen positiven
Divisionsresten ¢, d, ... h eine abnehmende Reihe positiver Zahlen,
welche notwendig abbricht, so daf sich zuletzt der Divisionsrest Null
ergibt. Der letzte positive Divisionsrest h ist dann die gesuchte
kleinste Zahl des Moduls (a,b). In der Tat ist, da ¢ = a — mb,
d=b-—nc,...h=f —sg alle dem Modul (a,b) angehéoren,

M(a,b) = M(a,b,c) =---= M(a,b,c,...g,h) = M(h);

die letzte Beziehung folgt daraus, daft man aus dem Gleichungssystem (1)
von der letzten Gleichung ausgehend sukzessive erschliefsen kann, dafs
g, [, ...c, b, a Multipla von h sind.

Ist d der grofite gemeinsame Teiler von a, b, ... ¢, so laft sich
diese Zahl, da sie dem Modul M/(a,b,...c) angehort, als homogene
lineare Funktion von a, b, ... ¢ mit ganzzahligen Koeffizienten

darstellen, wobei sich diese Koeffizienten fiir den besonderen Fall des
grofiten gemeinsamen Teilers von nur zwei Zahlen leicht aus den
Gleichungen (1) des Euklidischen Verfahrens ergeben. Es gilt also der
Satz:

Ist d der grokte gemeinsame Teiler von a, b, ... ¢, so kann
man stets ganze Zahlen m, n, ... r so bestimmen, dafs die
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Beziehung
ma+nb+---+rc=d

besteht. Offenbar konnen diese Multiplikatoren auf unendlich viele
verschiedene Arten bestimmt werden.

Da auch jedes Multiplum von d dem Modul M(d) angehort, so
kann jede durch d teilbare Zahl in dieser Form dargestellt werden.
Aber auch nur die Multipla von d lassen eine solche Darstellung zu,
da ja eine Gleichung von der Form

Ma+ Nb+ -+ Rc=D

dann und nur dann besteht, wenn D dem Modul M(a,b,...c)
angehort; und da dieser Modul gleich dem Modul M(d) ist, so muf
D ein Multiplum von d sein.

Beispiel: Es sei der grofite gemeinsame Teiler der Zahlen 1551 und
984 gesucht. Das Euklidische Verfahren gestaltet sich folgendermafsen:

1551 =1-984 + 567
984 =1-567 + 417
567 =1-417 4 150
417 =2-150 4+ 117
150 =1-117+ 33
117=3-33+18
33=1-18415
18=1-15+3
15=5-3.
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Daher ist (1551,984) = 3. Kiirzer ergibt sich iibrigens dieses Resultat,
wenn man stets die ihrem absoluten Wert nach kleinsten positiven
oder negativen Reste aufsucht. Man erhéalt dann:

1551 =2-984 — 417
984 = 2-417+ 150
417 = 3-150 — 33
150 =5-33-15
33=2-15+43
15=5-3.

Der erhaltene grofste gemeinsame Teiler 3 1afst sich z. B. der letzten
Gleichungsreihe geméf in der Form 3 = 93-984—59-1551 = 91512—91509
durch 984 und 1551 homogen und linear mit den Koeffizienten 93 und
—59 darstellen.

Besonders wichtig ist der Fall, dafl der grofste gemeinsame
Teiler der Zahlen a, b, ... c¢ den kleinsten moglichen Wert 1
hat, daf also der zugehorige Modul M (a,b,...c) aus allen ganzen
Zahlen besteht. Alsdann nennt man jene Zahlen teilerfremd
oder relativ prim. In diesem Fall allein kann man demnach
ganzzahlige Multiplikatoren m, n, ... r so bestimmen, daf

(2) ma+nb+---+rc=1

wird. Z.B. ist (12,15,10) = 1, und es besteht die Gleichung
—12-1249-15+1-10 = 1. Da jede ganze Zahl ein Vielfaches von 1
ist, so kann man iiberhaupt jede ganze Zahl als homogene lineare
Funktion teilerfremder Zahlen a, b, ... ¢ mit ganzzahligen Koeffizienten
darstellen.
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Ist (a,b,...c) =d, so dak die Elemente
a =day, b=dby, ... c=dcy

samtlich Multipla von d sind, so sind die komplementiaren Zahlen
ag, by ... o zueinander teilerfremd; denn hétten diese Zahlen noch
einen gemeinsamen Teiler d’', so wéire ja dd gemeinsamer Teiler von
a, b, ... c gegen die Voraussetzung, dall d der grofite gemeinsame
Teiler dieser Zahlen ist.

Wir beweisen nun leicht einige wichtige Folgerungen der gefundenen
Satze iiber den groften gemeinsamen Teiler.

Ist (a,b,...c) =d und r eine zu b, ... c teilerfremde, sonst
vollig beliebige ganze Zahl, so ist auch (ra,b,...c) =d.

Sicher ist zunichst d = (ra,b,...c) ein Vielfaches von d, da ja
wegen der Voraussetzung die Zahlen ra, b, ... ¢ samtlich d enthalten.
Da aber (r,b,...c) =1 ist, so kann man wie in (2) eine Reihe ganzer
Zahlen o, (3, ... v so bestimmen, dafs

or+pBb+---+yc=1
wird, woraus durch Multiplikation mit a folgt:
o(ra) + (Ba)b+ -+ (va)c = a.
Substituiert man diesen Wert in d = (a,b,...c), so ergibt sich:
d= (ora+ (Ba)b+---+ (ya)c,b,...c) = (ora,b,...c),

weil nach dem auf S. 25 oben bewiesenen Satz aus dem ersten Glied
die Vielfachen von b, ... ¢ fortgelassen werden diirfen. Da schlieklich
d = (ra,b,...c) ein Teiler von (pra,b,...c) = d sein muf, wahrend
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dieselbe Zahl sich vorher als Vielfaches von d erwies, so ist notwendig
wirklich d = d, w. z. b. w.

Speziell ist stets (ra,b) = (a,b), sobald (r,b) =1 ist. Man kann
daher bei der Bestimmung des groften gemeinsamen Teilers von zwei
ganzen Zahlen aus der einen jeden Faktor fortlassen, der zur andern
teilerfremd ist. So ist z. B. (840,256) = (3-5-7-8,256) = (8,256) = 8,
weil die Zahlen 3, 5, 7 samtlich zu 256 relativ prim sind.

Aus diesem Hauptsatz ergeben sich sofort drei wichtige Folgerungen:

I) Das Produkt von zwei zu c teilerfremden Zahlen a und b
ist selbst zu c teilerfremd.
(a,c) =1

Denn nach dem letzten Satz folgt ja aus (b,c) =
1, (7,6) = 1:

stets (ab,c) = (a,c) = 1. Z. B. ergibt sich aus (5,6)
(35,6) = 1.

IT) Ist r teilerfremd zu b, aber ar durch b teilbar, so ist
notwendig a durch b teilbar.

Denn nach der Voraussetzung (ar,b) = b folgt aus dem obigen
Satze: b = (ar,b) = (a,b). Z. B. ergibt sich aus der Voraussetzung, dafs
48 = 3 - 16 durch 8 teilbar ist, dafs 8 in 16 enthalten sein muf, weil
(3,8) =1 ist.

Durch wiederholte Anwendung des Satzes 1) folgt:

IIT) Ist von den Zahlen
a,b,c,d,... und d, UV, d,...

jede ungestrichene zu jeder gestrichenen teilerfremd, so sind auch
die Produkte
abed... und d'b'cdd ...

zueinander teilerfremd.
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Nimmt man in diesem Satz sdmtliche Elemente jeder Zahlenreihe
als gleich an, so ergibt sich:

IV) Sind a und & relativ prim, m und m’ beliebige ganze
positive Zahlen, so sind auch stets die Potenzen a™ und o
relativ prim.

Z. B. folgt aus (3,5) = 1: (3%,5%) = 1 oder (729,625) = 1.
Aus dem letzten Satz léft sich noch eine interessante Folgerung
ziehen:

V) Die m™ Wurzel aus einer ganzen Zahl A kann niemals
eine gebrochene Zahl sein; diese ist also entweder ebenfalls ganz
oder irrational.

Wire namlich /A = 2 cine gebrochene Zahl, so konnten wir

Zahler und Nenner als teilerfremd voraussetzen, da anderenfalls
d = (a,b) durch das Euklidische Verfahren bestimmt und aus Zé&hler

und Nenner weggehoben werden koénnte. Aus der Voraussetzung
m

VA= % wiirde sich aber A = Z—m ergeben, so daf a™ durch b™ teilbar

wére, wiahrend doch nach (IV) a™ zu o™ teilerfremd sein muf.

In engem Anschlufs an die soeben behandelte Frage nach
den gemeinsamen Teilern mehrerer Zahlen betrachten wir nun
diejenige nach ihren gemeinsamen Vielfachen. Eine Zahl p heifst ein
gemeinsames Vielfaches mehrerer Zahlen a, b, ... ¢, wenn
sie durch jede von ihnen teilbar, wenn also

u=aa=pb=---=n~c

ist. Der Bereich aller gemeinsamen Vielfachen von a, b, ... c¢ bildet
offenbar einen Modul M (u, ', ...); denn sind g und g’ beide durch
jede der Zahlen a, b, ... c teilbar, so gilt ja dasselbe von ihrer
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Summe und ihrer Differenz. Ist aber m die kleinste positive Zahl
dieses Moduls, d. h. das kleinste gemeinsame Vielfache
von a, b, ... ¢, so folgt aus dem auf S. 24 oben bewiesenen Satze,
dak jedes andere gemeinsame Vielfache ein Multiplum von m ist. Es
besteht also der Satz:

Alle gemeinsamen Vielfachen beliebig vieler Zahlen a, b, ... ¢
sind die sdmtlichen Multipla des kleinsten unter ihnen. Dieses
kleinste gemeinsame Vielfache soll durch

m = [a,b,...c|

bezeichnet werden.

Nur dieses kleinste gemeinsame Multiplum braucht man also zu
bestimmen, und zwar geniigt es ersichtlich, dies fiir den Fall von nur
zwei Zahlen a, b zu tun. Diese Frage wird durch den folgenden Satz
vollig gelost:

Ist d = (a,b) der grofte gemeinsame Teiler der Zahlen a, b,
so gilt fiir ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches m die Gleichung:

oder md = ab.

Ist ndmlich a = agd, b = byd, wo (ag,by) = 1 ist, so ist eine Zahl u
dann und nur dann gemeinsames Multiplum von a und b, wenn Ld
Qo

und %i ganze Zahlen sind. Zunéchst mufl also x4 ein Vielfaches von d
0

sein: y = pod, und auch die beiden Quotienten Ho uind % miissen ganz
Qo

0
sein. Da aber ap und by teilerfremd sind, so folgt aus pg = kag nach
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Satz II) auf S. 30: k = lby, also po = l(apbo) d. h. p = l(aghod) = |—.
b
Das kleinste gemeinsame Vielfache folgt hieraus fiir [ = 1: m = @
Z. B.ist (12,15) = 3, [12, 15] = 60, und es ist wirklich 60-3 = 12-15.
Sind speziell a und b teilerfremd, also d = 1, so ist das kleinste
gemeinsame Vielfache gleich ab. Allgemein sieht man leicht die
Richtigkeit des folgenden Satzes ein, dessen einfacher Beweis dem
Leser iiberlassen bleibe:

Sind a, b, ¢, ... d beliebig viele Zahlen, von denen je zwei
stets zueinander teilerfremd sind, so ist ihr kleinstes gemeinsames
Vielfaches gleich ihrem Produkt.

§ 3. Die Primzahlen. Die eindeutige Zerlegung der
rationalen Zahlen in Primzahlen.

Der Begriff der Teilbarkeit ermdoglicht uns die wichtigsten Zahlen
der Zahlentheorie, die sog. Primzahlen, zu definieren:

Eine ganze Zahl p, welche aufer den selbstverstiandlichen
(uneigentlichen) Teilern p und 1 keinen Divisor besitzt, heift eine
Primzahl. Jede andere ganze Zahl, die also mindestens einen
eigentlichen Teiler hat, wird eine zusammengesetzte
Zahl genannt.

Man kann offenbar stets durch eine endliche Zahl von Versuchen
feststellen, ob eine vorgelegte Zahl a eine Primzahl ist oder nicht.
Da némlich ein eigentlicher Teiler von a kleiner als a sein mufs, so
braucht man hochstens zu probieren, ob a durch eine der Zahlen
2, 3, ... a—1 teilbar ist. Man braucht mit diesen Versuchen sogar
nur bis \/a bzw. bis zur néchst kleineren ganzen Zahl zu gehen; ist
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namlich d ein eigentlicher Teiler von a, also a = dd’, so kann hier
ohne Beschrankung der Allgemeinheit d < d' angenommen werden,
da man andernfalls d mit d’ vertauschen konnte; aus d < d' folgt
aber a = dd = d?, also wirklich d < \/a. Hat also a keinen zwischen
1 und /a (dieses ev. eingeschlossen) liegenden Teiler, so ist a eine
Primzahl. Um z. B. zu entscheiden, ob 131 eine Primzahl ist, hat man
nur die Teilbarkeit von 131 durch 2, 3, ... 11 zu priifen.

Auf dieser Tatsache kann man ein einfaches Verfahren begriinden,
um aus der Reihe aller ungeraden Zahlen (die geraden Zahlen sind ja
mit Ausnahme der Primzahl 2 alle zusammengesetzt) alle Primzahlen
auszusondern. Es ist dies das sog. Sieb des Eratosthenes (276-194
v. Chr.). Um némlich zu entscheiden, welche positiven ungeraden
Zahlen Primzahlen sind, schreibe man alle ungeraden Zahlen der Reihe
nach hin und durchstreiche zunichst, von 32 = 9 ausgehend, jede dritte
Zahl, dann von 52 = 25 ausgehend jede fiinfte Zahl usw., allgemein vom
Quadrat der néchsten noch nicht durchstrichenen Zahl p ausgehend
jede p*® Zahl, wobei allemal die bereits durchstrichenen Zahlen beim
Weiterzéahlen mitzurechnen sind. Hat man dieses Verfahren bis zu
einer Zahl b durchgefiihrt, so stellen die undurchstrichen gebliebenen
Zahlen alle Primzahlen unter b?> dar, wenn man noch die einzige gerade
Primzahl 2 ihnen hinzufiigt. Die Begriindung dieses Verfahrens ist so
einfach, daf es hieriiber keiner Ausfiithrung mehr bedarf.

Im ersten Hundert ergeben sich so die 25 Primzahlen:

2,3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67,
71, 73, 79, 83, 89, 97;
im zweiten Hundert findet man 21 Primzahlen:

101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167,
173, 179, 181, 191, 193, 197, 199.
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Aufer den Zahlen 3, 5, 7 existieren offenbar keine drei benachbarten
Primzahlen, da ja von drei aufeinander folgenden ungeraden Zahlen
stets eine durch drei teilbar sein muf.

Das Gesetz, nach welchem die so einfach bestimmbaren Primzahlen
aufeinander folgen, kennen wir nicht. Sicherlich weist die Reihe aller
Primzahlen beliebig grofe Liicken auf, sobald man sie nur geniigend
weit verfolgt; denn ist n eine noch so grofe gegebene Zahl, so ist von
den n — 1 aufeinander folgenden Zahlen

n'+2, nl'4+3 n'+4 ... nl+n,

won!=1-2-3...n ist, keine einzige eine Primzahl, da fiir jedes i = 2,
3, ... n offenbar z. B. n! + 4 durch i teilbar ist.

Man hat bei den Primzahlen gewisse merkwiirdige Tatsachen
beobachtet, deren Beweis mit den heutigen Mitteln unserer Wissenschaft
noch nicht gelungen ist, obgleich sie wohl sicher richtig sind. Hier
seien nur zwei derartige Satze erwahnt:

Jede gerade Zahl kann als Summe zweier Primzahlen
dargestellt werden.

Dieses Theorem wurde zuerst von Goldbach, dann von Waring
aufgestellt, aber nicht bewiesen. Die Priifung der ersten geraden
Zahlen, etwa bis 1000, lehrt sogar, daft die Anzahl der Darstellungen
von 2n in dieser Form, abgesehen von kleineren Schwankungen, mit
wachsendem n bestdndig zunimmt, wodurch die Wahrscheinlichkeit,
dak dieser Satz zutrifft, erhcht wird.

Jede gerade Zahl kann auf unendlich viele verschiedene Arten
als Differenz zweier Primzahlen dargestellt werden. Insbesondere
miissen sich daher in der Reihe aller Primzahlen, wie weit man
auch in ihr fortschreiten mag, stets noch Paare von Primzahlen



Zweites Kapitel. 37

finden, wie z. B. die Paare (3,5), (11,13), (29,31), (71,73),
(137,139), ..., deren Differenz gleich zwei ist, die sich also nur
um zwei Einheiten unterscheiden.

Natiirlich nimmt aber die H&iufigkeit solcher Paare benachbarter
Primzahlen um so mehr ab, je weiter man in der Reihe aller Primzahlen
fortgeht. So finden sich z. B. im ersten Hundert neun, im zweiten nur
sieben solche Paare, wie sich aus der Tabelle auf S. 35 ergibt.

Besonders merkwiirdig ist auch, dafs bei mehreren Sétzen iiber die
Primzahlen und ihre Verteilung, deren allgemeiner Nachweis schliefllich
gelungen ist, doch ein hochst auffallendes Mifsverhéltnis zwischen der
Einfachheit und Verstdndlichkeit der Theoreme und dem miihsamen
Wege und den schwierigen Hilfsmitteln besteht, deren man zu ihrer
Herleitung bedurfte.

Dals die Anzahl aller Primzahlen mnicht endlich sein kann, hat
bereits Euklid auf die folgende wunderbar einfache und scharfsinnige
Art bewiesen: Angenommen, es gibe nur eine endliche Anzahl von
Primzahlen, 2, 3, 5, ... p, so daf p die grofte existierende Primzahl
ware, so gibt die Zahl

m=2-3-5...p+1

bei der Division durch jede einzelne Primzahl 2, 3, ... p den Rest 1;
da m demnach durch keine dieser Primzahlen teilbar ist, so muf m
entweder selbst eine neue Primzahl sein oder lauter neue Primzahlen
enthalten. Dieser Euklidische Beweis ist auch deshalb besonders schon
und wertvoll, weil er gleich ein endliches Intervall ergibt, in welchem
eine neue Primzahl liegen mufs; in der Tat folgt ja unmittelbar aus
dem Euklidischen Beweise:

Ist p eine beliebig gegebene Primzahl, so muf in dem Intervall
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von p+1bis2-3-5...p+1 (inkl.) mindestens eine neue Primzahl
vorhanden sein.

Es sei hier nur erwéahnt, daf es den Bemiihungen der Mathematiker
gelungen ist, anstatt dieser grofen Intervalle wesentlich kleinere
aufzufinden. Am schonsten und einfachsten ist wohl in dieser Beziehung
der folgende von Tschebyscheff herriihrende Satz, dessen Beweis aber
wesentlich hohere Hilfsmittel erfordert:

Ist a irgend eine oberhalb von 3, 5 gelegene reelle Zahl, so
liegt stets zwischen den Grenzen a und 2a — 2 mindestens eine
Primzahl.

Z. B. muf also zwischen 4 und 6, 5 und 8, 6 und 10, 12 und 22
usw. jeweils mindestens eine Primzahl liegen.

Da es nur die einzige gerade Primzahl 2 gibt, so besagt der
Euklidische Satz iiber die unendliche Anzahl der Primzahlen, dafs
insbesondere die Reihe

1,3,5709, 11, ...

aller ungeraden Zahlen unendlich viele Primzahlen enthélt. Teilt man
diese Reihe dadurch in zwei Partialreihen, dafs man in ihr von 1 bzw.
3 ausgehend immer je eine Zahl iiberspringt, so erhdlt man die Reihen

1,5,9,13, ... und 3,7 11,15, ...

aller derjenigen Zahlen, welche durch 4 geteilt den kleinsten positiven
Rest 1 bzw. 3 lassen, d. h. alle Zahlen von der Form 4n + 1 bzw.
4n + 3. Uberspringt man in der obigen Reihe aller ungeraden Zahlen
in gleicher Weise von 1, 3, 5 oder 7 ausgehend immer je vier Zahlen
unserer Reihe, so erhélt man die vier Partialreihen

1,9,17, ...; 3,11,19, ...; 5,13, 21, .... 7,15 23, ...
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der Zahlen von den Formen 8n+ 1, 8+ 3, 8+ 5, 8 + 7. In
gleicher Weise kann man die Reihe der ungeraden Zahlen in andere
Partialreihen zerlegen. Es liegt nun nahe, zu fragen, ob jede dieser
Partialreihen ebenso wie die ganze Reihe der ungeraden Zahlen
unendlich viele Primzahlen enthélt, oder ob dies nur fiir gewisse unter
ihnen gilt.

So werden wir darauf gefithrt, zu untersuchen, unter welchen
Bedingungen eine arithmetische Reihe

r,r+m,r+2m, ...

unendlich viele Primzahlen enthélt. Hieriiber verbreitet der folgende,
von Dirichlet zuerst streng bewiesene Satz volle Klarheit:

Alle und nur die arithmetischen Reihen r + km, fiir die das
Anfangsglied » und die Differenz m teilerfremd sind, enthalten
unendlich viele Primzahlen.

Daf dies sicher nicht der Fall sein kann, wenn (r,m) =4d > 1
ist, ist unmittelbar klar, da ja dann jede Zahl der arithmetischen
Reihe durch d teilbar ist. Den schwierigen Beweis der positiven
Behauptung fiir den Fall (r,m) = 1 hingegen konnte Dirichlet nur
mit Beniitzung der Mittel der hoheren Analysis fiihren; sein Ziel ist

dabei der Nachweis, dafs, wenn pi, po, p3, ... alle Primzahlen der zu
untersuchenden arithmetischen Reihe sind, die Summe der Reihe

1 1 1

— =+ —+ ...

pP1 P2 P3

ins Unendliche wéchst, woraus sich ergibt, daf diese Reihe gewifs
unendlich viele Glieder besitzt.

Die wichtigste Eigenschaft der Primzahlen ist aber die, daf sie
gewissermafsen die Elemente sind, aus denen sich jede ganze Zahl in



Zweites Kapitel. 40

eindeutiger Weise multiplikativ zusammensetzen laftt. Dafl zunéchst
jede ganze positive Zahl a (fir die negativen Zahlen kommt ja
nur noch die Multiplikation mit —1 dazu) tberhaupt in Primzahlen
dekomponiert werden kann, sieht man leicht ein: Entweder ist ndmlich
a eine Primzahl, dann ist der gewiinschte Beweis schon gefiihrt; oder
aber a hat mindestens einen eigentlichen Teiler d, d. h. es ist a = dd’,
dann ist die urspriingliche Aufgabe auf die andere der Zerlegung
der Zahlen d und d', die beide kleiner als a sind, zuriickgefiihrt.
Verfahrt man ebenso mit d und d’ usw., so mufs man, da bei jedem
Schritt jede der vorkommenden Zahlen verkleinert wird, schliefflich
zu einer Dekomposition von a in lauter Primzahlen gelangen; fiir
jede zusammengesetzte ganze Zahl kann demnach eine Zerlegung in
lauter Primzahlen durch eine endliche Anzahl von Versuchen gefunden
werden. Es wire aber sehr wohl denkbar, dafs man fiir die ndmliche
Zahl a auf andere Weise eine Zerlegung in ganz andere Primzahlen
erhalten konnte; wirklich ist dies zwar nicht im Korper der rationalen
Zahlen, wohl aber in anderen Korpern der Fall.

Der fundamentale Beweis fiir die in K (1) herrschende Eindeutigkeit
der Zerlegung lafst sich leicht mit Hilfe der zwei folgenden Sétze fithren:

Eine Primzahl p ist in einer beliebigen ganzen Zahl a entweder
als Teiler enthalten oder zu ihr teilerfremd.

In der Tat ist ja der grofte gemeinsame Teiler d = (p, a) ein Teiler
der Primzahl p, es muf also entweder d = p oder d = 1 sein. Im ersten
Fall ist p in a enthalten, im zweiten zu a teilerfremd.

Ein Produkt ist dann und nur dann durch eine Primzahl p
teilbar, wenn diese in mindestens einem der Faktoren enthalten
ist.
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Ware namlich p in keiner der Zahlen a, b, ... c¢ enthalten,
also nach dem letzten Satz (a,p) = (b,p) =--- = (¢,p) = 1, so folgte
nach Satz III) auf S. 30 (a-b...c,p) =1 in Widerspruch mit der
Voraussetzung, dafs a - b...c durch p teilbar ist.

Wir zeigen jetzt, daf eine ganze positive Zahl a nicht auf zwei
verschiedene Arten (abgesehen von multiplikativer Hinzufiigung von
Einsen) als Produkt von Primzahlen dargestellt werden kann. Wéren
namlich einmal zwei verschiedene Primzahlprodukte einander gleich,
bestiinde also eine Beziehung

(k) O]

pp' ... p"Y =qqd ... qY,

wo nicht alle Primzahlen p mit allen Primzahlen ¢ iibereinstimmten, so
konnte man offenbar voraussetzen, dak kein Faktor p einem Faktor ¢
gleich ist; denn solche gleiche Primzahlen kénnten ja durch Heben auf
beiden Seiten fortgeschafft werden, wobei nach der Voraussetzung noch
wenigstens auf einer Seite, etwa der linken, mindestens ein Faktor p
iibrig bliebe. Da demnach p in dem rechts iibrig gebliebenen Produkt
enthalten wére, so miifste nach dem zuletzt bewiesenen Satze rechts
mindestens eine durch p teilbare Zahl ¢ stehen geblieben sein, welche,
da sie selbst als Primzahl keinen eigentlichen Teiler enthalten konnte,
notwendig mit p identisch ware. Diese Folgerung widerspricht aber der
Voraussetzung, nach der alle gleichen Primzahlen bereits urspriinglich
auf beiden Seiten fortgeschafft waren; daher war die Annahme, es
sei hierbei mindestens ein Faktor auf einer Seite stehen geblieben,
notwendig falsch. Bedenkt man noch, dafs gleiche Primzahlen bei
der Zerlegung einer zusammengesetzten Zahl miteinander vereinigt
werden konnen, so hat man den folgenden, fir die ganze multiplikative
Zahlenlehre grundlegenden

Fundamentalsatz: Jede ganze positive Zahl m lakt sich stets
und nur auf eine einzige Weise als Produkt von Primzahlpotenzen,
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d. h. in der Form

darstellen.

Hierbei sind die Exponenten a, b, ... ¢ auf ganzzahlige positive
Werte beschrankt, ausgenommen den trivialen Fall m = 1. Da jede
negative Zahl aus einer positiven durch Multiplikation mit —1 entsteht
und sich jede gebrochene Zahl eindeutig als Quotient von zwei
teilerfremden ganzen Zahlen darstellen lafst, von denen jede in ihre
Primfaktoren zerlegt werden kann, so bleibt der soeben bewiesene
Fundamentalsatz fir jede positive oder negative rationale Zahl giiltig,
sobald man die Exponenten a, b, ... c auch ganzzahlige negative Werte
annehmen lafst und die eventuelle Hinzufiigung von —1 gestattet. So
ist z. B.:

189

1400 = 2352 g
00 527, 530

(=1)-27238*5717. 1171,

Benutzt man die Tatsache, dafs sich jede ganze Zahl eindeutig als
Produkt von Primzahlpotenzen darstellen l&ft, so ergeben sich die im
vorigen Paragraphen bewiesenen Sétze iiber den grofiten gemeinsamen
Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache mehrerer Zahlen hochst
einfach. Hier sollen nur noch zwei Sétze iiber die Teiler einer Zahl
bewiesen werden.

Ist m = p?®...r° die Zerlegung einer beliebigen ganzen
positiven Zahl m in ihre Primfaktoren, so ist die Anzahl aller
Teiler von m (1 und m eingeschlossen) gleich

(a+1)(b+1)...(c+1).



Zweites Kapitel. 43

Denn soll § ein Teiler von m sein, so muf — ganz sein, d. h.

0 kann keinen Primteiler von m in hoherer Potenz als m selbst
enthalten; 6 muifs daher stets die Form besitzen:

a=0, a

/8 07 b
§=pg®. . .1

vy=0,1 c

Die Anzahl aller dieser Teiler ist aber in der Tat
(a+1)b+1)...(c+1).

Z. B. besitzt 1080 = 2333 .5 genau 32 = 4 - 4 - 2 verschiedene Teiler.
Auch die Summe Sy(m) aller Teiler von m lafst sich leicht
bestimmen. Es ergibt sich ndmlich durch eine einfache Uberlegung:

a

Sum) =S 6= 33 S )

a=08=0 =0

:(1+p+p+ A +g+ ) (L)
pttt—1 gttt —1 el o1

T p—1  ¢—-1 7 r-1

Wir haben also gefunden:

Ist m = p%®...r° die Zerlegung einer beliebigen ganzen

positiven Zahl m in ihre Primfaktoren, so ist die Summe aller
Teiler von m

pa—l—l -1 qb+1 -1 TC+1 -1

p—1  q¢g—1 "~ r—1
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Z. B. ist fiir 1080 =23-3%.5

24 -1 3 -1 52-1
1 2 4

5,4(1080) = = 15-40 - 6 = 3600.

In &hnlicher Weise laftt sich die Summe von beliebig hohen
Potenzen samtlicher Teiler einer gegebenen Zahl sehr leicht berechnen.
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Die Beziehungen aller rationalen Zahlen zu
einer Grundzahl g. Die g-adische
Darstellung der rationalen Zahlen.

§ 1. Die modulo g ganzen und gebrochenen rationalen
Zahlen.

Nachdem wir im vorigen Kapitel die Hauptsitze iiber die
multiplikative Zerlegung rationaler Zahlen kennen gelernt haben, sollen
jetzt die Beziehungen zwischen allen rationalen Zahlen und einer
willkiirlich aber fest angenommenen ganzen positiven Zahl g > 1,
der sog. Grundzahl oder dem Modul,!) genauer untersucht
werden. Analog der frither gemachten Unterscheidung zwischen ganzen
und gebrochenen Zahlen teilen wir auch jetzt die rationalen Zahlen
ein in die modulo g ganzen und gebrochenen Zahlen, definieren aber
jetzt wesentlich anders als vorher:

Eine rationale Zahl A = E, die wir uns in der Folge
n

stets in der reduzierten Form (d. h. nach Wegschaffung etwaiger
gemeinsamer Teiler in Zahler und Nenner) gegeben denken,
heifit modulo g ganz oder fiir den Bereich von g
g an z, wenn ihr Nenner n zu g teilerfremd ist, also mit g keinen
einzigen Primteiler gemeinsam hat. Dabei ist natiirlich auch die

1Y Diese Bedeutung des Wortes, das hier eine spezielle Zahl bezeichnet, ist zu
unterscheiden von der anderen, in § 3 des I. Kap. eingefiihrten, wo unter Modul
ein besonderer Zahlbereich verstanden wurde; beide Bedeutungen haben nichts
miteinander zu tun.
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Zahl Null als modulo g ganz zu betrachten. Jede andere Zahl A,
deren Nenner also mindestens einen der Primteiler von g enthélt
heifst eine modulo g gebrochene Zahl.

Ist speziell die Grundzahl ¢ eine Primzahl p oder eine
Primzahlpotenz p*, so sind alle und nur die reduzierten Briiche
modulo g ganz, deren Nenner nicht p enthalt.

Bei dieser Definition der modulo g ganzen und gebrochenen Zahlen
abstrahiert man also von allen Primteilern des Nenners mit alleiniger
Ausnahme derjenigen, die in g enthalten sind. Zum Unterschied sollen
die bisher betrachteten gewohnlichen ganzen Zahlen 0, 4+1, +2, ...
auch als absolut ganz bezeichnet werden.

In diesem Kapitel werden die absolut ganzen Zahlen durch kleine,
die modulo g ganzen und gebrochenen Zahlen durch grofse lateinische
Buchstaben bezeichnet werden. Unter einer ganzen Zahl schlechthin

soll jetzt immer eine modulo ¢ ganze Zahl A = T verstanden werden.
Alle absolut ganzen Zahlen sind natiirlich aucﬁ fiir jeden Modul g
ganz, aber fiir den Bereich von g kommen zu ihnen eben noch alle
unendlich vielen Briiche A = hinzu, fir welche (n, g) = 1 ist.

n
12
Z. B. sind die beiden Zahlen g und T modulo 12 ganz, weil

ihre Nenner weder durch 2 noch durch 3 teilbar sind.

Alle modulo g ganzen Zahlen bilden ebenso wie alle absolut
ganzen Zahlen einen Zahlenring, dessen Elemente sich durch
Addition, Subtraktion und Multiplikation wieder erzeugen.

/

In der Tat, sind A = ™ nd A = ﬁ/ modulo g ganz, so gilt das
n n
gleiche fir A+ A’ A— A" und AA’; denn die Nenner der (eventuell
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noch nicht reduzierten) Briiche

_:l:_l:—/ und
n n nn

m m'  mn +£nm m m'  mm
n n nn/
sind ja zu g teilerfremd, wenn dies fiir n und n’ gilt, um so mehr also

die Nenner der hieraus entstehenden reduzierten Briiche.
Z. B. sind die Zahlen

712 179 7 12 59 7T 12 84
-+ —==—, -——=— und --—=—
5 17 8 5 17 85 5 17 85
- 7 12 .
modulo 12 ganz, weil dies von R und T gilt.

Jede modulo g gebrochene Zahl kann als Quotient von zwei
modulo ¢g ganzen Zahlen dargestellt werden, und zwar kann man
es (bei Verzicht auf reduzierte Darstellung) immer so einrichten,
dafs der Nenner gerade eine Potenz der Grundzahl g wird.

Schreibt man namlich eine beliebige gebrochene Zahl A in der
m

Form A = ——, wo v das Produkt aller derjenigen Primfaktoren des
n

Nenners darstellt, die auch in g enthalten sind, so dafs also n zu g

teilerfremd ist, so sei ¢g” die niedrigste Potenz von ¢, welche durch ~
teilbar ist, und es sei ¢” = 7 -+/. Da man nunmehr A in der Form

my

G
1 A—=_n__ %
(1) pra

schreiben kann, wo G = modulo ¢ ganz ist, so ist unsere

n
Behauptung erwiesen. Die Form (1), in der jede modulo g¢
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gebrochene Zahl A dargestellt werden kann, soll die normierte
Darstellung von A heifen.

6
Z. B. hat 3 modulo 6 die normierte Darstellung ok

Definition: Eine Zahl F = T, die selbst modulo g ganz ist

n
und deren reziproker Wert — = — ebenfalls modulo g ganz

m,
ist, soll eine Einheit fiir den Bereich von g genannt
werden.

Dies entspricht genau der Definition der absoluten Einheiten +1;
denn diese und nur sie sind ja zugleich mit ihren Reziproken absolut
ganz. Ein reduzierter Bruch ist hiernach offenbar stets und nur dann
eine Einheit modulo g, wenn sowohl sein Zéahler als auch sein Nenner
zu g teilerfremd ist. Fiir eine Primzahl g = p als Grundzahl sind also
alle und nur die reduzierten Briiche Einheiten modulo p, deren Zahler
und Nenner p nicht enthalten.

Alle Einheiten modulo g bilden einen Zahlstrahl oder eine
Zahlgruppe, weil das Produkt und der Quotient zweier Einheiten
ersichtlich wieder Einheiten sind.

Z. B. sind fiir den Modul 12 die Zahlen g und % Einheiten, weil
jede der vier Zahlen 5, 7, 55, 49 zu 12 relativ prim ist. Infolgedessen

7
miissen auch ihr Produkt 343 und ihr Quotient I Einheiten fiir den

Bereich von 12 sein; in der Tat enthéalt auch keiner dieser Zahler und

10
Nenner 2 oder 3 als Faktor. Dagegen ist z. B. — modulo 12 zwar

ganz, aber keine Einheit, weil der Zihler mit 12 den Primfaktor 2

7
gemeinsam hat, der reziproke Wert 0 also modulo 12 gebrochen ist.
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Definition: Von zwei modulo g ganzen Zahlen A und B heifst

A
A durch B modulo g teilbar, wenn der Quotient G = 5
modulo ¢ ganz ist, wenn also A = B -G ist, wo GG eine ganze

Zahl darstellt. Dann nennen wir auch A ein Vielfaches oder
Multiplum von B fiir den Bereich von g.

Wir werden besonders die Teilbarkeit einer modulo g ganzen Zahl

A =" qurch eine Potenz g” des Moduls zu untersuchen haben. Soll
n

m
—— modulo g ganz sein, wobei nach Voraussetzung (n,g) = 1 ist, so
ng”

mufs m durch ¢” teilbar sein. Es ergibt sich also:

Eine modulo g ganze Zahl A = ™ st stets und nur dann

n
durch ¢ teilbar, wenn ihr Zahler m ein Vielfaches von ¢" ist.
Ferner ist offenbar jede ganze Zahl A durch jede Einheit F
modulo g teilbar.

Denn ist A ganz, so ist auch 5= A- T 8anz, da T 8anz ist.

4 2
So ist z. B. = durch R modulo 12 teilbar, nicht aber durch g, weil
4 2
Z : g = 2—(1) modulo 12 gebrochen ist, da der Nenner 21 mit 12 den
4 2 10
Primteiler 3 gemeinsam hat; Cal ist modulo 12 ein Vielfaches

2 1
von —. Dagegen ist - durch £ modulo 12 nicht teilbar, wohl aber

durch £ weil R eine Einheit modulo 12 ist.



Drittes Kapitel. 50

§ 2. Einteilung der modulo g ganzen Zahlen in
Kongruenzklassen und das Rechnen mit diesen Klassen.

Wir wollen nunmehr die modulo g ganzen Zahlen nach eben diesem
Modul in Klassen, die sog. Kongruenzklassen, einteilen, indem
wir in eine und dieselbe Klasse alle und nur die ganzen Zahlen rechnen,
welche sich von einander additiv um ein Vielfaches von g unterscheiden.
So gehoren alle Multipla von g selbst in die ndmliche Klasse C, die
sog. Nullklasse; ebenso befinden sich alle Zahlen von der Form
gN + 1 in derselben Klasse (', die wir die Einsklasse nennen
wollen, und allgemein gilt:

In eine und dieselbe Klasse C'y gehoren alle und nur die
Zahlen von der Form gN + A, wenn A eine beliebige Zahl dieser
Klasse bezeichnet, N aber alle modulo g ganzen Zahlen durchléuft.

Wir wollen nun festsetzen:

Definition: Irgend zwei Zahlen A und A’ der ndmlichen Klasse
sollen kongruent fiir den Modul g heifen, woflir wir
schreiben:

(1) A'= A (mod. g) (gelesen: A’ ist kongruent A modulo g).

Diese Kongruenz vertritt also lediglich eine Gleichung
(1?) A=A+ Ny,

in der N eine ganze Zahl ist; oder, was dasselbe ist, sie besagt, dafs
die Differenz A’ — A durch ¢ teilbar ist.
So ist z. B.
7 =31 (mod. 12),
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weil 31 — 7 = 24 durch 12 teilbar ist, also 7 = 31 4 (—2) - 12 sich in
der ndmlichen Klasse wie 31 befindet. Ebenso ist:

9=23 (mod. 7); —11=7 (mod. 9); —13=—-25 (mod. 6).

7 169
Aber auch fiir die modulo 12 ganzen Zahlen — und 35 besteht die

5
Kongruenz
7 169
-=— d. 12
5 35 (mo )7
1 24 2
weil ihre Differenz % — g === 12- - ein Multiplum des Moduls 12
ist. Ferner ist z. B.
1 2 12
7= —2 (mod. b); 3573 (mod. 10),
1 15 2 12 10
weil - +2 = - durch 5, 33 39 durch 10 teilbar ist.

Jede zu einer Einheit kongruente Zahl ist wieder eine
Einheit. Eine Klasse (4, welche auch nur eine Einheit enthélt,
besteht also aus lauter Einheiten. Eine solche Klasse soll eine
Einheitsklasse genannt werden.

In der Tat, ist A = ™ eine Einheit, so gilt auch fiir jede zu A
n
kongruente Zahl

m' mn'+ gm'n

A':A—l—Ng:E—l—g-—
n n/ nn/

dasselbe; denn da nach Voraussetzung (m, g) = (n,g) = (n',g) = 1 ist,

so ist sowohl (nn',g) =1 als auch (mn' +g¢-m'n,g) = (mn',g) =1,

w. z. b. w.
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Beschrianken wir uns fiir den Augenblick auf den Bereich der
absolut ganzen Zahlen (0,+1,42,...), so sind zwei solche a und a’ nach
unserer Definition offenbar stets und nur dann kongruent modulo g,
wenn a' = a + gn ist, wo n eine absolut ganze Zahl bedeutet. Da jede
absolut ganze Zahl a auf eine einzige Weise in der Form

a = ag+gn

geschrieben werden kann, wenn ag eine der Zahlen 0, 1, 2, ... g —1
ist, so folgt, dak jede absolut ganze Zahl einer und nur einer unter
diesen g Zahlen kongruent ist. Die absolut ganzen Zahlen zerfallen
also modulo ¢ in genau g Klassen inkongruenter Zahlen, welche jetzt
nach den eindeutig bestimmten kleinsten nicht negativen Resten ihrer
Elemente durch

(2) 007 017 027 Og—l

bezeichnet werden sollen.

Man erkennt aber leicht, daf sich auch alle modulo g ganzen
Zahlen A = m vollstéandig auf diese g Klassen verteilen, daf also jede
solche Zahl zzll einer und nur einer Zahl der Reihe 0, 1, 2, ... g—1
modulo g kongruent ist. Da namlich nach Voraussetzung (n, g) = 1 ist,
so enthélt nach S. 29 oben der Modul M(n,g) alle absolut ganzen
Zahlen, also sicher auch den Zihler m von A. Man kann also zwei
absolut ganzzahlige Multiplikatoren a und mg so bestimmen, daf

m = nag+ gmy,
also

(3) A=

m - m -
— =ag+g— =aog+gN
n n
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m
ist, wo N = % wieder eine modulo g ganze Zahl ist. Demnach

n
besteht die Kongruenz
(3%) A=ay (mod. g),

d. h. jede modulo g ganze Zahl A ist sicher einer absolut ganzen
Zahl a modulo g kongruent und zugleich hiermit auch allen und nur
den absolut ganzen Zahlen a + gn derjenigen Zahlklasse, welcher a g
angehort. Ist ap unter diesen Zahlen die kleinste nicht negative, so ist
also auch

(3P) A=ag (mod. g), d.h. A=ay+ N,

wo ag der Reihe 0, 1, 2, ... g — 1 angehort. Diese kleinste ganze
Zahl ag, der A kongruent ist, ist eindeutig bestimmt, da ja die
Zahlen 0, 1, ... g — 1 modulo g inkongruent sind; hiermit ist unsere
Behauptung vollstdndig bewiesen.

So bestehen z. B., wie eine leichte Rechnung lehrt, die Kongruenzen

4 (mod. 10), —= =3 (mod. 10).

ool ww| o
0| — W —
Il

=1 (mod. 5), — 3 (mod. 5).

Aus dem soeben bewiesenen folgt unmittelbar, daf man die
Klassen Cy, C1, ... C,_; statt durch die kleinsten nicht negativen
absolut ganzen Zahlen, die in ihnen vorkommen, auch durch je ein
beliebiges ihrer modulo g ganzen Elemente rg, r1, ... r,_; vollstandig
charakterisieren kann. Auch diese bilden dann ein vollstédndiges
System modulo ¢ inkongruenter Zahlen oder ein vollstdndiges
Restsystem modulo g, d. h. jede modulo g ganze Zahl ist
einer und nur einer dieser Zahlen kongruent.
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So bilden z. B. fiir den Modul g = 10 nicht nur die Zahlen
(0,1,2,...9), sondern ebensowohl etwa auch die Zahlen

1 12 2
20,11,2, —=, 4,75, —, -3, ——
( 07 ? 3 37 775’ 77 37 11799)

ein vollstandiges Restsystem, da sie modulo 10 den Zahlen (0, 1,2,...9)
der Reihe nach kongruent sind.

Das Rechnen mit Kongruenzen gestaltet sich fast ebenso einfach,
wie das Rechnen mit Gleichungen. Es bestehen nadmlich auch hier die
Satze:

Kongruentes zu Kongruentem addiert oder von Kongruentem
subtrahiert oder mit Kongruentem multipliziert gibt Kongruentes.

In der Tat, ist
A=A und B =B fiir denselben Modul g,

so dak die Differenzen A’ — A und B’ — B beide durch g teilbar sind,
so sind auch die drei Differenzen
4 (A+B)—(A+B)=(A"—-A)+(B'—B)
A'B'— AB=A(B'— B) + B(A' — A)

Multipla von g, d.h. es gelten fiir den Modul ¢ wirklich die
Kongruenzen:

A+B' =A+B, A'B'=AB, (mod. g)

w. z. b. w. Dagegen ist man, was den Quotienten anlangt, nur dann
sicher, bei der Division von Kongruentem durch Kongruentes wieder
Kongruentes zu erhalten, wenn die Divisoren Finheiten modulo g sind.
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Ist ndmlich modulo ¢ A’ = A und B’ = B, wobei B, also auch die
kongruente Zahl B’ eine Einheit ist, so ergibt sich wirklich
A A

(5) 5=F (mod. g),

weil die Differenz

A A AB-AB 1 A
a 22T D (A A)—
(5%) B B BB’ B’( ) BB’

(B' - B)

ersichtlich ein Vielfaches von g ist; denn der Voraussetzung wegen sind

.1

ja und BE ,
Z. B. folgt aus den modulo 10 bestehenden Kongruenzen 3 =34

und —2 = 8 durch Addition, Subtraktion und Multiplikation:

modulo g ganze Zahlen.

4 8 4
—— =42, -=206, —-=272 d. 10
3~ 3°7 73 (mod. 10)
2
2 1 34 17
wahrend die Quotienten B -~ und 2 = —, von denen der

—2 3 8 4
zweite ja modulo 10 gebrochen, der erste aber ganz ist, natiirlich nicht

kongruent sind. Hingegen folgt aus
2

3= 34 und —1=9 (mod. 10),

wo —1 und also auch 9 Einheiten sind, die Kongruenz der Quotienten
2 34

—— und —.

Durchléauft A alle Zahlen einer beliebigen, aber fest angenommenen
Klasse Cy, B alle Zahlen einer anderen festen Kongruenzklasse Cp,
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so sind alle zweifach unendlich vielen Summen A + B nach dem
soeben bewiesenen Satz untereinander modulo g kongruent; alle diese
Summen gehoren demnach einer und derselben Klasse Cy an, die wir
auch als C4,p bezeichnen wollen. Umgekehrt 14t sich auch jedes
Element S der Klasse Cy als Summe von je einer Zahl A aus C4 und
B aus Cp darstellen; denn ist Ay ein beliebiges Element aus Cjy,
By ein beliebiges Element aus Cp, so ist ja nach der Definition von

Carp=Cy:
SEAO—I—BO, also S:A0+Bo+Ng:(Ao+Ng)+B0:Z—I—E,

wenn etwa A = Ay + Ng, B = By angenommen wird; es ist also
S in der verlangten Weise dargestellt. Auf genau entsprechende
Weise ergibt sich, daft auch alle Differenzen A — B und ebenso alle
Produkte AB untereinander modulo g kongruent sind, also gleichfalls
alle einer Klasse C4_p bzw. einer Klasse Cyp angehoren, deren
samtliche Elemente auch als Differenzen bzw. als Produkte je einer
Zahl aus C'4 und Cp dargestellt werden kénnen.

Ich betrachte jetzt diese g Klassen Cy, Ch, ... Cy_1 selbst als
die Elemente eines Bereiches R(Cy,C,...C,_1) und definiere fiir
sie zwei Verkniipfungsoperationen, die ich wieder Addition und
Multiplikation nennen will:

1) Unter der Summe C, + C) zweier Klassen C, und C
verstehe ich die eindeutig bestimmte Klasse, welche durch alle
Summen A + B je einer Zahl A aus C, und B aus (), gebildet
wird.

2) Unter dem Produkt C,C), zweier Klassen C, und C
verstehe ich die eindeutig bestimmte Klasse, welche durch alle
Produkte AB je einer Zahl A aus C, und B aus C} gebildet wird.

Diese Definitionen ergeben sofort den folgenden wichtigen Satz:
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Bezeichnet der Index einer Klasse ein beliebiges ihrer
Elemente, so gilt:

Ca+Cp=Cuarp, CaCp=Cyg;

die hierdurch fiir den Bereich aller Kongruenzklassen modulo g
festgelegten Operationen der Addition und Multiplikation sind
innerhalb dieses Bereiches unbeschrinkt und eindeutig ausfiithrbar
und geniigen den sechs Grundgesetzen 1)-VI) in Kap. I, § 1.

Die ersten Behauptungen dieses Satzes fliefsen unmittelbar aus den
gegebenen Definitionen und den ihnen vorausgegangenen Bemerkungen;
aus diesen folgt aber auch die Giiltigkeit der Grundgesetze 1)-VI), weil
ja denselben Gesetzen die jene Klassen bestimmenden ganzen Zahlen
geniigen. Hervorgehoben sei nur noch, daf bei Bezeichnung der Klassen
durch beliebige ihrer Elemente als Indizes jede Gleichung zwischen
Klassen durch die entsprechende Kongruenz zwischen thren Indizes
ersetzt werden kann und umgekehrt; dies folgt aus der alsdann allgemein
giiltigen Beziehung Cy = C44n4 in Verbindung mit den fiir Addition
und Multiplikation getroffenen Definitionen. Insbesondere ergibt sich
aus der Giiltigkeit des VI. Grundgesetzes fiir die Klassenaddition:

Die Kongruenz
A+ X = B (mod. g)

besitzt immer eine Losung X = B — A (und also auch unendlich
viele modulo ¢ kongruente Losungen).

Das siebente Grundgesetz der unbeschrankten und eindeutigen
Division (mit Ausnahme der Division durch das Nullelement) ist
hingegen nicht immer erfiillt; denn die Gleichung

CaCx =Cp
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oder, was dasselbe ist, die Kongruenz AX = B (mod. g) besitzt ja nach
B
S. 54 (5) nur dann fiir jedes Cp sicher eine Losung X = 1 (mod. g)

1
oder Cx = Cp - oo wenn A eine Einheit modulo ¢, d. h. C4 eine
A

Einheitsklasse ist.

Nur dann besitzt also die Gleichung C4Cx = Cp fiir jedes Cpg

sicher eine eindeutig bestimmte Losung C'x = C—B, also auch die
A
Kongruenz AX = B (mod. g) eine Losung X = = enn A eine

Einheit, d. h. C'4 eine Einheitsklasse ist.

Es sollen denn auch stets nur solche Klassenquotienten als definiert
zu betrachten sein, deren Nenner Einheitsklassen sind.

Man erkennt leicht, dafs fiir den Fall eines Primzahlmoduls p
samtliche Klassen mit einziger Ausnahme der Nullklasse Einheitsklassen
sind; denn der Nenner einer modulo p gebrochenen Zahl ist ja
notwendig durch p teilbar, d. h. jede nicht durch p teilbare absolut
ganze Zahl, also z. B. jede der Zahlen 1, 2, ... p — 1, ist eine Einheit
modulo p. Demnach ist in diesem Fall die Division durch jede Klasse
aufser der Nullklasse gestattet.

Ist aber g eine zusammengesetzte Zahl, etwa g = g1 - g2, so sind
z. B. die beiden in der Reihe 1, 2, ... g — 1 vorkommenden Zahlen

g1 und go keine Einheiten, weil — und — modulo g gebrochen sind.

Es gibt in diesem Fall also sicherlnoch a&f&er der Nullklasse Klassen,
die keine Einheitsklassen sind. Man erkennt daher, wenn man sich die
Definitionen des Korpers und des Rings ins Gedéchtnis zurtickruft, die
Richtigkeit des folgenden Satzes:
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Ist der Modul g = p eine Primzahl, so bildet bei der
angegebenen Definition von Addition und Multiplikation der
Bereich R(Cy,Ch, . ..Cp—1) aller Kongruenzklassen einen Korper,
da in ihm die Division mit Ausnahme der Division durch die
Nullklasse unbeschréinkt und eindeutig ausfiihrbar ist. Daher ist
insbesondere das Produkt von zwei modulo p ganzen Zahlen dann
und nur dann nach diesem Modul kongruent Null, wenn dasselbe
schon von einem der Faktoren gilt.

Ist der Modul ¢ hingegen eine zusammengesetzte Zahl, so
bildet der Bereich aller Kongruenzklassen nur einen Ring, nicht
auch einen Korper. In diesem Fall kann man nur durch die
Einheitsklassen unbeschrankt und eindeutig dividieren. Fiir eine
zusammengesetzte Zahl als Modul kann sehr wohl ein Produkt
g192 von Faktoren, deren keiner durch g teilbar ist, kongruent
Null sein.

In beiden Fallen ist die Nullklasse das Nullelement, die
Einsklasse das Einheitselement.

Bei beliebigem ¢ bilden die sédmtlichen Einheitsklassen eine
Gruppe oder einen Strahl in bezug auf die definierte Multiplikation.

Die letzte Behauptung folgt daraus, daf das Produkt und der
Quotient zweier Einheiten wieder Einheiten sind.

Hiermit haben wir zum erstenmal Korper, Ringe und Gruppen
kennen gelernt, die nur eine endliche Zahl von Elementen enthalten.

Beispiel: Die Kongruenzklassen Cy, Ci, Cs, ... C11 modulo 12:
Die Nullklasse Cj enthélt alle Vielfachen von 12, die Einsklasse (' alle
Zahlen von der Form 12- N 4+ 1, wo NN alle modulo 12 ganzen Zahlen

1
durchléduft, also z. B. auch die Zahl —; =1+12- <—?> Beispiele
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fiir die Addition, Subtraktion und Multiplikation der Klassen sind:

Cs3+C5=0Cs, Cy+Cs=0Cs; C7 —Chp = Co;
C3Cy = Cy, C5Cg =Y.

In Kongruenzform lauten diese Beziehungen:
345=8, 94+46=3, 7T—-10=9, 3:-4=0, 5-8=4 (mod. 12);

x = 6 ist also die Losung der Kongruenz 9 + x = 3 (mod. 12).

Einheitsklassen sind C', C5, C;, C; daher hat z. B. die Kongruenz
5 =7 (mod. 12) bzw. die Gleichung C5C, = C7 die Losung
C
=11 bzw. C,= Ez = (Y,
wahrend es keine Klasse C, gibt, die der Gleichung C, - Cy = (5
geniigt. Dagegen bilden die Klassen C7, Cs, C7, C}; eine Gruppe, weil
das Produkt zweier Einheitsklassen wieder eine solche ist.

r =

ol

Im Gegensatz hierzu bilden die Kongruenzklassen fiir den
/

C.
Primzahlmodul 5: Cj, Cy, C, C5, C einen Korper; z. B. ist gz = (4,

2
weil 1= 3 (mod. 5) ist.

§ 3. Die g-adischen Entwicklungen der rationalen Zahlen.
Ihre Naherungswerte.

Die im letzten Paragraphen durchgefiihrten Betrachtungen geben
uns die Moglichkeit, fiir gewisse Untersuchungen eine modulo g ganze
Zahl A durch ihren kleinsten ganzzahligen nicht negativen Rest ag
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fiir diesen Modul zu ersetzen. Fiir weitergehende Betrachtungen iiber
die Beziehungen von A zu ¢ wiirde aber diese Reduktion noch nicht
ausreichen; man miikte vielleicht den kleinsten Rest von A modulo g2
oder ¢® oder fiir eine noch héhere Potenz von g als Modul kennen. Die
allgemeinste Frage dieser Art kann nun durch die folgende Darstellung
von A fiir den Bereich von g beantwortet werden:

Es sei ag der kleinste nicht negative ganzzahlige Rest von A
modulo g; dann besteht, wie wir in (3") auf S. 53 sahen, die folgende
eindeutig bestimmte Gleichung:

(1) A= ag + gAl,

wo A; wieder modulo g ganz ist. Daher gilt fiir A; eine genau ebenso
gebildete Gleichung. Schreitet man in derselben Weise fort, so erhélt
man eine Reihe von Gleichungen:

Al = a1 + gAs

Ay = ay + gA;
(1*)

Ay =a,+ gAs

Multipliziert man die Gleichungen (1) und (1*) bzw. mit 1, g, ¢°, ... ¢°
und addiert sie, so heben sich die Produkte Ayg, A2g?, ... A,g? auf
beiden Seiten fort, und man erhélt die folgende Darstellung jeder
beliebigen modulo g ganzen Zahl:

(2) A=ag+aig+ayg® + - +a,g°+ Ayi19°,

wo die Koeffizienten a; eindeutig bestimmte Zahlen der Reihe 0, 1,
2, ... g—1sind, und Ay4; eine modulo g ganze Zahl bedeutet. Also:
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Jede modulo g ganze Zahl lafst sich fiir den Bereich von
g in eindeutiger Weise nach positiven ganzen Potenzen von g
mit modulo g reduzierten Koeffizienten entwickeln und zwar mit
einem Reste, der bei geniigend weiter Fortsetzung der Reihe durch
eine beliebig hohe Potenz von g teilbar ist.

Eseriibrigt noch, die Eindeutigkeit dieser Darstellung nachzuweisen.
Gébe es zwei verschiedene Darstellungen

A=ag+a1g+asg’ + - +a,9° + Apr19%"!

und
A=a)+adg+ayg*+--+ a,g® + A'Mlgé”rl
derselben Zahl A, so folgte durch Subtraktion

0= (ao — ag) + (a1 — a})g + (az — ah)g® + - + (a, — a})g°
+(A@+1 - AIQH)QQHQ

wire hier a; —aj, der erste von Null verschiedene Koeffizient, so
miikte (ap — a})g*® durch ¢g**! teilbar sein, woraus sich gegen die
Voraussetzung ay = a;, ergébe, da ja alle Koeffizienten a; und a; der
Reihe 0, 1, ... g — 1 angehoren. Es kann also nicht zwei verschiedene
derartige Darstellungen fiir die ndmliche Zahl geben.

Auch die modulo ¢ gebrochenen Zahlen koénnen in
entsprechender Weise nach Potenzen von g entwickelt werden, nur
dafs dann jede Reihe mit einer endlichen Anzahl von Gliedern
beginnt, die negative ganzzahlige Potenzen von ¢ enthalten:

) p=lrypben, b
) g g
+bo+big+ -+ bg? + BQ+1QQ+1-
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A
Ist némlich B = — die normierte Darstellung einer modulo g

gebrochenen Zahl (vgl. S. 47 unten), und entwickelt man die modulo g
ganze Zahl A fiir sich bis zu einem Restglied geniigend hoher Ordnung,
so erhélt man nach Division durch ¢” die obige Entwicklung, welche
ebenso wie diejenige von A eindeutig ist.

Wir wollen nunmehr die Kongruenz zweier Zahlen fiir eine beliebige
auch negative Potenz von g als Modul genau so definieren, wie dies
auf S. 49 unten fiir die beliebig gewéhlte Zahl g geschah:

Zwei Zahlen A und B heifsen kongruent fiir den
Modul g9 oder es besteht fiir sie die Kongruenz:

(3) A = B (mod. ¢9),

wo o eine absolut ganze positive oder auch negative Zahl bedeutet,
wenn die Differenz A — B durch ¢? teilbar ist, wenn also

(3%) A=DB+ Ng°

gilt, wo N eine modulo g ganze Zahl bezeichnet.

In der Folge wollen wir, um nicht immer bei der Entwicklung
einer Zahl A in eine nach Potenzen der Grundzahl fortschreitende
Reihe an ein Restglied bestimmter Ordnung gebunden zu sein, statt
der abbrechenden Reihe mit ihrem Restglied die beliebig verldngerte
Reihe ohne Restglied betrachten und diese die g-adische
Entwicklung der Zahl A oder die g-adische Reihe
fiir A nennen. Wir kénnen daher folgenden Satz aussprechen:

Jede rationale Zahl A 1aft sich auf eine einzige Weise in eine
g-adische Reihe

(4) A= a’ngn + an+1gn+1 + an+29n+2 + -+ an+ggn+g + ...
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mit modulo ¢ reduzierten Koeffizienten entwickeln.

Diese zwischen der Zahl A und ihrer g-adischen Entwicklung
definierte Gleichung ist so aufzufassen, daft A sich von dem Aggregate
der o+ 1 ersten Glieder obiger Reihe um ein Restglied A, ,1¢" ¢
unterscheidet, welches fiir geniigend groff gewéhltes p durch eine
beliebig hohe gegebene Potenz von g teilbar ist; fiir jede noch so hohe
positiv ganzzahlige Potenz ¢"*! von ¢ gilt danach eine Kongruenz:

(5) A=a,9"+ ap1g"™ + - +a.g" (mod. g™,

Ist A = a eine positive absolut ganze Zahl, so bricht ihre g-adische
Entwicklung nach einer endlichen Zahl von Gliedern ab, d. h. die
Koeffizienten a; werden von einem bestimmten ab alle Null. Dies folgt
unmittelbar aus der Reduktionsgleichung (1), welche hier die Form
erhalt:

a=ap+ (1
— U0 gay -,

weil hier ersichtlich agl) wieder eine positive absolut ganze Zahl

bedeutet, die kleiner als a ist, und das Entsprechende fir alle
weiteren Gleichungen (1*) gilt. Ebenso haben offenbar alle diejenigen

modulo g gebrochenen Zahlen —, deren Zéhler in der normierten

Form positiv und absolut ganz sind, abbrechende Entwicklungen. Die
g-adischen Reihen fiir alle anderen Zahlen hingegen, insbesondere also
fiir diejenigen modulo g ganzen Zahlen, die negativ oder gebrochen
sind, kénnen niemals abbrechen, da ja die abbrechenden g-adischen
Reihen bestimmte positive ganze Zahlen darstellen.

Wir werden eine g-adische Reihe oft auch abgekiirzt folgendermafen
bezeichnen:

(6) A=ag+arg+ayg®+ - =ag,aazas... (g)
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oder, falls eine modulo g gebrochene Zahl dargestellt wird:

b b
(6%) B=—r4—0

gu gu—l
= b_,/ b—(y—l) e b_l bo,bl b2 e (g),

sodafs also das Komma immer hinter dem von g freien Gliede b, steht.

b
+"'+71+b0+blg+...

Beispiele: Es ist:

5673 =3+7-10+6-10* +5-10° = 3,7650 - - - = 3,765 (10).

523000 = 0,00325 (10);

ferner ist
—3=17,9999... (10),

wie sich aus den Identitdten

—3=74+10-(-1), —=1=9410-(-1), ... —=1=9410-(-1)
ergibt, aus denen folgt:
—3=T7410-9+10*-9+---+10%-9+ 10°"" - (=1).

Ebenso bestétigt man leicht die Richtigkeit der folgenden Gleichungen:

2=4333... (10).

12 = 34 = 44,3 (10).

= —= =068,999... (10).

= —35 = 335,555... (6).

=1,303030... (5).

= 1,331 (5).

=3,02142302142... (5);

1~
—_
'S

[ e
—
(@23

[y

=k OY oolw

21



Drittes Kapitel. 66

die letzte Gleichung folgt z. B. aus den Relationen:

:O+5(_%)7 _%
_Q)’ _g

3
7

Die némliche Zahl wird in bezug auf verschiedene Grundzahlen
ganzlich verschiedene Entwicklungen besitzen, wie folgende Beispiele
im Vergleich zu den beiden zuletzt gegebenen lehren:

216 = 0,0011011 (2).
—4 =2,01021201021 ... (3).

3
Bei der pentadischen Entwicklung von 3 und der pentadischen

4
sowie der triadischen Entwicklung von —— soll der wagerechte Strich

andeuten, dalt die aus den betreffenden Ziffern gebildete Periode sich
immer wiederholt.

Ich habe schon auf S. 52 bei der Ableitung der Gleichung (3)
darauf aufmerksam gemacht, daf man bei der Division von A durch g
statt des kleinsten nicht negativen absolut ganzen Restes ag, welchem
A modulo g kongruent ist, auch irgendeine zu ay kongruente Zahl a
als Divisionsrest wahlen kann. Tut man dies, so ergeben sich statt der
Gleichungen (1) und (1?*) a. S. 60 die allgemeineren

A:&g—i-gzl, leC_Ll—i-gZQ,...,

und durch dieselben Schliisse wie a. a. O. erhélt man eine allgemeinere
g-adische Darstellung von A, die sich, falls A modulo g ganz ist,
folgendermafien schreiben laft:

(7) A=ao+aig+asg®+ - +a,9°+ Ap19°,
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wo auch jetzt die Koeffizienten a; modulo ¢ ganz sind, aber nicht der
Reihe 0, 1, ... g — 1 anzugehoren brauchen. Auch jetzt besteht fiir
jede noch so hohe Potenz von g eine Kongruenz:

(7a) AE&O—FC_HQ—F"'—FC_EQQQ (mod gg+1).

Wir wollen daher hier ebenfalls A der ins Unendliche verldngert
gedachten g-adischen Reihe gleichsetzen; die Gleichung

A=ag+ag+asg®>+... (g

soll also wieder besagen, daft sich A von dem Aggregat der o+ 1
ersten Glieder der rechtsstehenden Reihe um ein Restglied A, ;g°"!
unterscheidet, welches fiir genligend grofes ¢ durch eine vorgegebene
beliebig hohe Potenz von g stets noch teilbar ist. Eine solche Reihe,
die wir auch hier in der abgekiirzten Form

(7°) A=apaias... (9)

schreiben, wollen wir eine nicht reduzierte g-adische
Reihe fiir A oder eine nicht reduzierte g-adische
Entwicklung von A nennen, widhrend die bisher behandelte
Reihendarstellung, bei der alle Koeffizienten modulo g reduziert sind,
die reduzierte Darstellung von A heifsen soll.

Die zuletzt gegebenen Entwicklungen iibertragen sich ersichtlich
sofort auch auf die modulo g gebrochenen Zahlen.

Definition: Ist

A=ay+ag+- - +apg®+...
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die Darstellung einer beliebigen modulo ¢ ganzen rationalen Zahl
fiir den Bereich von ¢ in der reduzierten oder auch in einer nicht
reduzierten Form, so sollen die rationalen Zahlen

A = g5, AV =ag+ayg, ...
AW =g+ arg+ - +argt, .

(8)

die Naherungswerte nullter, erster, ... k™
Ordnung oder kiirzer der nullte, erste, ... k% Ni-
herungswert dieser Entwicklung von A genannt
werden. Daher besteht fiir jeden k%" Niherungswert A®) von A
die Kongruenz:

(9) A= AP (mod. gk

Eben diese Naherungswerte sollen auch fiir jede modulo g
gebrochene Zahl
A—o 4 a(Q*i)

g° 9%
definiert sein; der einzige Unterschied ist der, dafs in diesem Fall
auch Naherungswerte negativer Ordnung;:

A=

a_
+~~—|—71+a0+a1g+...

A9 — -0 Al-etl) a—p " A—(p—1)
ge’ g0 ge-!
(10) a . .
AN = e ey 00
g° 9° g
zu denjenigen nicht negativer Ordnung

g ...

_ a_(p— —
(10%) A(O)z%+%+---+%+ao usw.

hinzutreten. Die Kongruenz (9) bleibt dann auch fir die Werte
k=—-0,k=—(0—1),... k= —1 richtig.
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Z. B. hat die Zahl A =216 = 0,0011011 (2) die N&herungswerte

A0 = A0 — 4D — g AB) =23 =8 AW = A®) =8 1 16 = 24,
A©® =88,

wihrend A und alle weiteren Néherungswerte mit der Zahl A = 216

selbst identisch sind. Die Zahl A = —g = 68,999... (10) besitzt die

Naherungswerte

-1) _ 6 _ 3 0 _ 3 _ Q3 1) _ g3 )
Al )_E_Sv A()_5+8—83, A()_985 usw.;

wirklich ist z. B.
982 = —I (mod. 10°)

5

weil 98% —l—% = 100 durch 10? teilbar ist. SchlieRlich hat beispielsweise die
nichtreduzierte pentadische Darstellung der Null: A =0 = 5,444 ... (5)
die Naherungswerte

A9 =5 AW =25 A® =195 A®) =625, ...,

die offenbar durch beliebig hohe Potenzen von 5 teilbar werden.
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Der Ring R(g) der allgemeinen g-adischen
Zahlen fiir eine beliebige Grundzahl g.
§ 1. Definition der allgemeinen g-adischen Zahlen.

Die bisher durchgefiihrten Betrachtungen haben gezeigt, daft man
jeder rationalen Zahl A = ™ cine und bei Verzicht auf ausschlieflich

reduzierte Darstellungen augﬂ beliebig viele untereinander gleichwertige
Reihen a,g™ + any1g™" + ... zuordnen kann, deren Koeffizienten
wohldefiniert sind und, soweit man will, berechnet werden koénnen.
Diese unendlichen Reihen oder, genauer gesagt, ihre Naherungswerte
entsprechend hoher Ordnung geben uns die Moglichkeit, alle
Eigenschaften, welche A in bezug auf die Grundzahl g besitzt, mit jeder
gewiinschten Genauigkeit zu erkennen. Nun werden wir spéter sehen,
daft wir auch die nicht rationalen, insbesondere die sog. algebraischen
Zahlen in ihren Beziehungen zur Grundzahl ¢ in gleicher Weise
durch die Néaherungswerte jeweils eindeutig bestimmter g-adischer
Reihen charakterisieren konnen. Wir wollen daher sogleich an dieser
Stelle die allgemeine Definition der g-adischen Zahlen aufstellen und
gleichzeitig nachweisen, daff und wie man mit ihnen, genau wie mit
den gewohnlichen Zahlen rechnen kann, sobald einmal auch fiir sie die
elementaren Rechenoperationen definiert sind.

Definition: Wir wollen von jetzt an jede Reihe
(1) A=a,9%+a,19° + ...

mit beliebigen modulo g ganzen rationalen Koeffizienten a,, ay41, - . .
eine g-adische Zahl nennen, sobald eine Vorschrift gegeben
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ist, nach der diese Koeffizienten, soweit man will, berechnet
werden kénnen. Auch jetzt wollen wir die abgekiirzte Schreibweise

(1%) A=00...0a,0p¢1...

benutzen.

So sind die Reihen, die wir jeder rationalen Zahl m zuordnen
n
konnten, g-adische Zahlen.

Ich unterscheide die reduzierten g-adischen Zahlen
von den nicht reduzierten. Bei den ersteren sollen die
Koeffizienten a; stets modulo g reduzierte Zahlen sein, also der Reihe
0, 1, ... g—1 angehoren, wihrend sie bei den letzteren durch
beliebige modulo ¢g ganze rationale Zahlen gebildet werden kdénnen.
Eine reduzierte Zahl:

A=a,0°+a,19° + ...

soll ganz oder gebrochen heifsen, je nachdem sie mit einer nicht
negativen oder einer negativen Potenz von ¢ beginnt, je nachdem

also 0 2 0 oder o < 0 ist. Die einer rationalen Zahl — zugeordnete

g-adische Zahl ist also ganz oder gebrochen, je nachdem M selbst
n
modulo ¢g ganz oder gebrochen ist.

Bricht man die Entwicklung einer ganzen g¢-adischen Zahl
A = ag,aj ay ... hinter dem ersten, zweiten, ... (k+ 1)-ten Gliede ab,
so erhélt man auch hier eine gesetzméflige Folge von modulo g ganzen
rationalen Zahlen

AO = g5, ANV =+ arg, ...
A(k):a0+alg+"'+akgk7 SR

(2)
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diewir wiederden nullten, ersten,... k"™ Niaherungswert
der g-adischen Zahl A nennen wollen. Beginnt

A—g | A—(o-1)

A=
gQ 99_1

+ ...

mit negativen Potenzen von ¢, so beginnt auch die Reihe der
Niherungswerte A(-9), A(=e+D mit solchen von negativer Ordnung,
und alle Naherungswerte

a_

sind modulo g gebrochene rationale Zahlen, deren Nenner in der
normierten Darstellung ¢¢ ist. Im folgenden werde ich der Einfachheit
wegen Ofter ganze g-adische Zahlen der Betrachtung zugrunde legen,
bemerke aber, daf die abgeleiteten Sétze und ihre Beweise fiir alle
g-adischen Zahlen giiltig sind.

Definition: Zwei g-adische Zahlen
/ / / !/ /
A=ap,a1ay...a,... und A =aqyaiay...q;...

heifen kongruent modulo ¢!, wenn ihre k** Néihe-
rungswerte nach der a.S. 63 gegebenen Definition modulo gF*!
kongruent sind, wenn also gilt:

A® = A ®) (mod. "),
oder ausgeschrieben

a0+alg+"'+ak9kEa6+allg+...+a;€gk (mod. gk—&-l)‘
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Aus dieser Kongruenz folgt sofort, dafs sicher dann A =
A’ (mod. g*1) ist, wenn A und A’ in ihren k + 1 ersten Ziffern
iibereinstimmen. Ferner erkennt man aus der nadmlichen Kongruenz
unmittelbar, daf sie, falls sie modulo ¢**! erfiillt ist, auch fiir jede
niedrigere Potenz von ¢ als Modul besteht. Endlich sieht man leicht,
daR zwei reduzierte g-adische Zahlen auch nur dann modulo ¢F*!
kongruent sein konnen, wenn ihre k + 1 ersten Ziffern beziiglich gleich
sind. In der Tat, besteht jene Kongruenz, und sind etwa in den beiden
Reihen der &+ 1 Anfangskoeffizienten a; und a; die beiden ersten
voneinander verschiedenen, so kann man zunéchst auf beiden Seiten
die 7 ersten Glieder fortlassen; betrachtet man die sich so ergebende
Kongruenz nur modulo ¢**! statt modulo ¢**!, so erhilt man

a;g' = a,g' (mod. g"™),

d.h. die Differenz a} —a; muf durch ¢ teilbar sein. Da nach
Voraussetzung a; und a; beide modulo g reduziert sind, so muf dazu
wirklich a; = a} sein.

Auf diese Betrachtungen griinde ich nun die fundamentale
Definition der Gleichheit zweier g-adischen Zahlen:

Zwei g-adische Zahlen sollen dann und nur dann gleich
heifsen, wenn sie fiir jede noch so hohe Potenz der Grundzahl g
kongruent sind.

Diese Definition erfiillt ersichtlich die an jede Definition einer Gleichheit
zu stellenden Anforderungen, da nach ihre jede Zahl sich selbst gleich
ist, ferner aus A = B stets B = A folgt und schlieflich die erklarte
Gleichheit auch, wie man sagt, transitiv ist, insofern sich aus
A= B und B = C stets A = C ergibt.

Insbesondere sind hiernach zwei reduzierte g-adische Zahlen dann
und nur dann gleich, wenn sie identisch sind; denn fiir jedes noch
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so grofe k miissen ja nach dem zuletzt Bewiesenen ihre k ersten
Koeffizienten beziiglich gleich sein, damit die Zahlen selbst gleich seien.
Es besteht nun der wichtige Satz:

Jede g-adische Zahl ist einer eindeutig bestimmten reduzierten
Zahl gleich.

Sei namlich

A=ay+ag+ - +a 16" +arg" +apag" +

beliebig gegeben; a sei die erste Ziffer, die noch nicht reduziert ist.
Dann ist nach S. 52 Mitte a, einer eindeutig bestimmten Zahl a; aus
der Reihe 0, 1, ... g — 1 modulo g kongruent, d. h. es besteht eine
Gleichung

Ak = ag + €x119,

WO €41 rational und modulo g ganz ist. Setzt man diesen Wert in die
Reihe fiir A ein und vereinigt dabei das Produkt e,4;¢%"! mit dem
Glied @ 419", so erhilt man die neue g-adische Zahl

Z/:a0+alg+"'+ak9k+(&k+1+5k+1>gk+l+---,

die nach unserer Definition gleich A ist, weil alle ihre Naherungswerte
beziiglich denen von A kongruent sind. Da aber A’ ein reduziertes
Glied mehr als A besitzt, so ergibt sich, da das Verfahren in gleicher
Weise beliebig weit fortgesetzt werden kann, in der Tat die Existenz
ciner reduzierten Zahl, die gleich A ist. Mehr als einer reduzierten
Zahl kann A aber nicht gleich sein; denn zwei solche reduzierte
Zahlen miifsten ja auch untereinander gleich sein, und dies ist, wie
wir wissen, nur dann moglich, wenn sie in allen ihren Ziffern einzeln
iibereinstimmen.



Viertes Kapitel. 75

Das angegebene Verfahren, durch welches eine nicht reduzierte
Zahl in die ihr gleiche reduzierte iibergefiihrt wird, ist praktisch
auferordentlich einfach durchzufiihren; man erhélt der Reihe nach die
Gleichungen

ap = ap +E€p1g
(3) Ekt1 t A pp1 = Agg1 + Exg2g

Ekt+2 T Qg2 = Qy2 + Ep43g  USW.,

aus denen sich sukzessive die Koeflizienten agiq, agio, ... der
reduzierten Zahl bestimmen, fiir welche die Gleichung besteht:

Qp,1 G2 .. . Q-1 Ak Q41 A g2 = Q0,A1 A2 . . . Af—1 A Q41 Q42 - - - -

Auf Grund der soeben gewonnenen FErgebnisse wollen wir die
Definition der ganzen und der gebrochenen g-adischen Zahlen so
erweitern, daf sie auch fiir die nicht reduzierten Zahlen gilt:

Eine g-adische Zahl heifit ganz oder gebrochen, je
nachdem die ihr gleiche reduzierte ganz oder gebrochen ist.

Jede nicht reduzierte g-adische Zahl A kann durch das soeben
angegebene Verfahren so umgeformt werden, daft ihr Anfangsglied
eine modulo g reduzierte Zahl ist. Da sich dieses bei der weiteren
Reduktion nicht mehr &dndert, so entscheidet dieses allein dariiber, ob
A ganz oder gebrochen ist. Wir kénnen also auch die nicht reduzierten
Zahlen A von vornherein so gegeben denken, dafs ihr Anfangsglied
modulo ¢ reduziert ist.

Beispiele fiir die Verwandlung von beliebigen g-adischen Zahlen
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in reduzierte:

8,30976 = 3,40976 = 3,40486 = 3,40437 = 3,404321 (5).
75,8295 = 10,33301 (6).

1,2345678910111213--- = 1234023402340... (5).
9,9—1 g—1¢g—1---=0,00...09g—1 g—1---=0 (g).
9,29—1 39g—2 49g—3--- =0 (g).
g°29°—2g 3g°—4g+1 4g*—6g+2--- =0 (g).

Gleich an dieser Stelle mochte ich darauf hinweisen, wie wichtig es ist,
die wenigen einfachen Regeln fiir das Rechnen mit g-adischen Zahlen
an moglichst vielen selbstgewahlten Beispielen einzuiiben. Besonders
mag noch einmal die fiir jede Zahl bestehende Gleichung ausdriicklich
hervorgehoben werden:

ao,...aiaiﬂ---:ao,...ai—l—g ai+1—1...,

welche bei anderer Bezeichnung der Koeffizienten auch so geschrieben
werden kann:

bo,...bi—g bz+1+1:bo,bzbl+1

Aus diesen zwei Identitdten konnen die beiden folgenden, bei allen
Reduktionen immer wieder angewandten Satze abgelesen werden:

Jede g-adische Zahl bleibt ungeéndert, wenn man von
irgendeiner ihrer Ziffern eine Einheit borgt und dafiir die
nachstvorhergehende Ziffer um ¢ Einheiten vermehrt. Jede
g-adische Zahl bleibt ungeédndert, wenn man eine ihrer Ziffern
um ¢ Einheiten vermindert und dafiir die néchstfolgende um eine
Einheit vermehrt.
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Auch nach der hier gegebenen Definition der Gleichheit zweier
g-adischen Zahlen ist jede rationale Zahl A der ihr in (4)
a.S. 63 zugeordneten Reihe a,g" + a,1 19" + ... gleich; denn ihre
Néaherungswerte geniigend hoher Ordnung sind den Naherungswerten
von A, die ja alle gleich A selbst sind, fiir jede noch so hohe Potenz
von ¢ als Modul kongruent.

Wir wollen endlich noch die vorher gegebene Definition der
g-adischen Zahlen in der Weise erweitern, dafs wir von jetzt an auch
jede unendliche Reihe:

A:A0+A19+A2g2+

eine g-adische Zahl nennenwollen, deren Koeffizienten Ay, A, . ..
selber ganze g-adische Zahlen sind, wenn nur wieder eine Vorschrift
gegeben ist, nach der diese Koeffizienten A;, soweit man will, berechnet
werden konnen. Auch fiir diese Zahlen, konnen wir die Definition ihrer
Néherungswerte

AO = 4, AV = Ay + Ayg, ...

ungeadndert beibehalten und auch wieder zwei solche Zahlen
A und A modulo p*! kongruent nennen, wenn ihre
k*m  Niaherungswerte modulo pf™! kongruent sind. Nennen wir
also auch jetzt zwei solche Zahlen fiir den Bereich von g
gleich, wenn sie fiir jede noch so hohe Potenz von ¢ als Modul
kongruent sind, so erkennt man, dal durch diese Erweiterung der
Definition einer g-adischen Zahl der Bereich dieser Zahlen nicht
vergrofert worden ist, dafs namlich auch jede von diesen allgemeineren
g-adischen Zahlen einer einzigen reduzierten Zahl ag, ay, as ... fiir
den Bereich von g gleich ist. In der Tat gilt ja auch fiir jede g-adische
Zahl Ay, Ay, As, ..., welche in den Koeffizienten von A auftritt, z. B.
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fiir Ay, stets eine Gleichung von der Form:
Ao = ag + ge1,

wo ag eine Zahl der Reihe 0, 1, ... g — 1 bedeutet, und wo e; wieder
eine ganze g-adische Zahl ist. Wendet man also genau das auf S. 73
auseinandergesetzte Verfahren auf diese Zahlen an, so erhélt man auch
hier eine Reihe von Gleichungen:

A=A0,A1 Ay = ap,A1ter Ay = ag,a1 Aotes ..,

durch welche A sukzessive in eine eindeutig bestimmte reduzierte Zahl
iibergefithrt wird. Alle bisher iiber die g-adischen Zahlen bewiesenen
Sétze bleiben hiernach auch fiir diese allgemeineren Zahlen giiltig.

§ 2. Die Addition und Multiplikation im Bereich der
g-adischen Zahlen.

Wir definieren die beiden Verkniipfungsoperationen der Addition
und der Multiplikation fiir die g-adischen Zahlen folgendermafien:

Sind A und B zwei beliebige g-adische Zahlen, so wollen wir
unter ihrer Summe A+ B bzw. unter ihrem Produkt AB
eine Zahl C' bzw. D verstehen, deren Naherungswerte geniigend
hoher Ordnung fiir jede noch so hohe Potenz der Grundzahl als
Modul der Summe bzw. dem Produkt der Nédherungswerte von
A und B kongruent sind. Es soll also, eine wie grofe Zahl £’
immer vorgegeben sein mag, moglich sein, die Zahl k£ so grofs zu
bestimmen, daf fiir die k" und alle spiteren Naherungswerte
die folgenden Kongruenzen gelten:

C® =(A+B)® =A® L B®  (mod. ¢")

@ D® = (AB)®) = AW B® (mod. ¢g*").
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Man erkennt hiernach leicht die Richtigkeit des folgenden
Fundamentalsatzes:

Im Bereich der g-adischen Zahlen ist die Addition und die
Multiplikation unbeschréankt und eindeutig ausfiihrbar.

Zunéchst sieht man sehr leicht, dafs sich eine den Definitionsbe-
dingungen geniigende und unbeschriankt ausfiihrbare Art der Addition
und Multiplikation fiir die g-adischen Zahlen sofort angeben lafst: Sind
néamlich

A:ao,a1a2... und B:bo,blbg...
irgend zwei ganze g-adische Zahlen, so bestehen fiir die Zahlen
(2) C’z(a0+b0)—|—(a1+bl)g+(a2+bg)gz+...
D = aghy + (agby 4 arbo)g + (aobs + arby + azbe)g® + . ..

fiir jeden noch so hohen Wert von k offenbar die Beziehungen:

C™ = (ag + bo) + (a1 +b1)g + -+ + (ar + bi)g"
= (a0 +arg+ -+ apg®) + (bo + big + - - - + bg")
3) = A® 4+ B®
D™ = agby + (aghy + arbo)g + -+ - + (aghy, + arby_1 + - + axby)g"*
= (ap + arg + -+ apg") (b + big + - + big")
= A®B® (mod. g"*1).

C und D geniigen also sicher den an die Summe und das Produkt
gestellten Anforderungen, d. h. es ist:

(4) C=A+B, D=AB qg).

Durch die Kongruenzen (1) sind ferner die Niherungswerte C'*)
und D® von A+ B und AB fiir geniigend grofe Werte von k fiir
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jede noch so hohe Potenz von ¢ als Modul bestimmt, und hieraus
allein folgt, daf die soeben definierten Operationen der Addition und
Multiplikation nicht blof unbeschriankt, sondern auch eindeutig sind.
In der Tat muf nédmlich jede Zahl C” bzw. D', welche nach dieser
Definition ebenfalls gleich A + B oder AB ist, gleich C' bzw. D
sein, da ja ihre Naherungswerte geniigend hoher Ordnung fiir jede
noch so hohe Potenz von ¢ als Modul denen von C' bzw. von D
kongruent sind. Ebenso folgt aus derselben Uberlegung, daf die beiden
Fundamentalsétze ,Gleiches zu Gleichem addiert (bzw. mit Gleichem
multipliziert) gibt Gleiches“ im Bereiche der g-adischen Zahlen giiltig
bleiben.
Sind A und B gebrochene g-adische Zahlen, ist also z. B.

A:%+%+ao+... (9),

(5) by b,
B:—2+—+bo+... (g),

g g

so gelten fiir die entsprechend wie vorhin gebildeten Zahlen

o+ b_ 1+ b
o2 24; 2 a—1+ 01
(6) g
a_ob_ a—ob_1 +a_1b_ a_sby +a_1b_1 + agh_
D— 242%_21312+ 200 121 002,
g g g
offenbar bei jedem noch so hohen Werte von k die Kongruenzen bzw.
Gleichungen:

+ (ag+ bo) + (a1 +b1)g + ...

Ck) = A®) L gk

Dk — aLb*z
U g b
= (% +- akgk) (9;22 +- bkgk) = A®B® (mod. ¢g"1);

+ -+ (a—obgio + a_1bg1 + agby + - - - + ak+2b—2)9k
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denn in der letzten Relation sind offenbar diejenigen Glieder, welche
mit Potenzen ¢' von ¢ multipliziert sind, deren Exponent [ kleiner als
k — 1 ist, auf beiden Seiten identisch, wiahrend die hoheren Potenzen
von g modulo ¢! fortgelassen werden kénnen. Da aber auch im
letzten Fall der Exponent &' = £ — 1 mit k& unbegrenzt wéchst, so ist
auch hier C=A+ B, D=A-B.

Man erkennt, daf die Addition und die Multiplikation zweier
g-adischen Zahlen vollig der Ausfithrung derselben Operationen fiir
zwei Dezimalbriiche (und iibrigens auch fiir zwei systematische Briiche
mit einer von 10 verschiedenen Grundzahl) entspricht; denn ist

(8) a:ag—l—al-10_1+a2-10_2—|—...,
B:b0+b1‘10_1+bQ'10_2+...7

so ist ja

Ck—i-ﬁ: (a0+b0)—|—(a1+bl)-10_1—|—(a2+bg)-10_2+...,
(9) Q- /3 = aobo + (a0b1 + blao) : 10_1
+ (a0b2 + a11)1 -+ a2b0)10’2 —+ ...,

Will man aber die Summe oder das Produkt, nachdem man eine
solche nicht reduzierte Darstellung gewonnen hat, auf die reduzierte
Form bringen, so muft man bei den g-adischen Zahlen von dem ersten
Gliede links anfangen und nach (3) auf S. 74 sukzessive dieses, dann
das zweite, das dritte usw. reduzieren, wahrend bekanntlich bei den
Dezimalbriichen die Reduktion gerade umgekehrt bei dem &dufersten
noch beriicksichtigten Gliede rechts begonnen und in der Richtung
von rechts nach links fortgefiihrt wird.
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Beispiele:
2,3102114 35,213024
+3,141202132 (5) + 0,0251535 (6)
5,451413532 1111
=0,012413042 35,23221201
1,314 - 0,2103
2628
1314
39312 (5)-
1123 12
0,221301 32

Im ersten Beispiel wurde die Summe zuerst in der nicht reduzierten
Form hingeschrieben und dann erst in die reduzierte iibergefiihrt; im
zweiten wurde sie ganz analog der Addition von Dezimalbriichen gleich
in der reduzierten Form geschrieben, indem die bei der Addition der
Kolonnen sich ergebenden Multipla von ¢ gleich auf die nach rechts
benachbarten Stellen iibergefithrt wurden. Ebenso wurde im dritten
Beispiele bei Ausfithrung der Multiplikation verfahren.

Sind speziell A und B g-adische Darstellungen von zwei rationalen
Zahlen A und B, so sind die hier definierten g-adischen Zahlen
A+ B und AB fiir den Bereich von g gleich der Summe und dem
Produkt jener rationalen Zahlen, da ihre Naherungswerte geniigend
hoher Ordnung k fiir jede noch so hohe Potenz von g als Modul zu
A® 4 B®) ynd A® B ®) kongruent sind. Z. B. hatten wir auf S. 65

—3=17999... (10) und 2=4,333... (10),
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woraus man erhalt:

7,999. .. (7,999...)-(4,333...)
+4,333... (10) und 28,363636...
1,333... 212727 ..
2127. .. (10);
21...
2 5 8
8 99 9...
wirklich ist, wie man sich leicht iiberzeugt, 1,333... die reduzierte

dekadische Entwicklung von —3 —|—§ = —%, 8,999... diejenige von
(=3)-2=-2.

Wir kénnen nun leicht beweisen, dafs der Bereich der g-adischen
Zahlen im Sinne des Kap. 1 § 5 einen Zahlenring bildet, da in ihm die
Addition, Subtraktion und Multiplikation unbeschrinkt und eindeutig
ausfiithrbar ist.

Man bemerkt zunéchst, daft der Bereich der g-adischen Zahlen in
den Elementen 0 und 1 je ein Einheitselement fiir die Addition und

die Multiplikation besitzt; in der Tat ist fiir jede g-adische Zahl A
A+0=A4(9), A-1=A (g).

Nunmehr folgt leicht:

Fiir die innerhalb des Bereichs der g-adischen Zahlen definierte
Addition und Multiplikation gelten die ersten sechs der zu Beginn
des ersten Kapitels aufgestellten Grundgesetze.

Daf fiir beide Operationen das kommutative und das assoziative
Gesetz gilt, und dak auch das distributive Gesetz

A(B +C) = AB + AC
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erfiillt ist, folgt ja unmittelbar aus der Definition der Addition und der
Multiplikation in Verbindung mit der Tatsache, dafs die Kongruenzen
fiir eine beliebige Potenz von ¢ als Modul jene Gesetze befriedigen.

Aber auch die Giiltigkeit des sechsten Gesetzes von der
unbeschrénkten und eindeutigen Subtraktion im Bereich der g-adischen
Zahlen kann jetzt leicht bewiesen werden. Sind namlich

A:ao,alaQ... und B:bo,blbg...

zwei beliebige, der Kiirze halber als ganz angenommene g-adische
Zahlen, so gibt es zunéchst sicher stets iiberhaupt eine Zahl

(10) X = (b —ao) + (b1 — a1)g + (b2 — az)g” + . . .,
welche der Bedingung
(11) A+X =B

geniigt und die daher durch B — A bezeichnet und die Differenz
von B und A genannt werde. Speziell ist fiir B = 0:

X=—-A=—ay—a1g—ayg*—...

eine g-adische Zahl, fiir die A+ (—A) = 0 ist. Hieraus schlieft man
aber leicht, daf die durch (11) definierte Zahl X eindeutig bestimmt
ist. Gentigen namlich X und X’ beide der Gleichung (11), so folgt

A+ X =A+X'
oder nach Addition von A’ = —A auf beiden Seiten:

(A4+A)+X=A+A)+X, dh
X=X, w.zb w
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Fiir die rechnerische Ausfiihrung der Subtraktion sei bemerkt,
dak oft die Hinzufiigung einer nichtreduzierten Darstellung der Null,
z.B. 0,00...099—1 g—1... (g), zum Minuendus niitzlich oder notig
ist. Z. B. ist

4,35452 0,054444444444 ...
—0,2531  (6) 2,123102114
4,10142 —0,03141202132 (5).

=2,1461345371244 . ..
=2,1412340422244 . ..

Bei der ersten Aufgabe kann die von links nach rechts
auszufiihrende Subtraktion der einzelnen entsprechenden Ziffern direkt
ausgefiihrt werden; bei der zweiten ist dies schon bei der dritten
Ziffer nicht moglich. Wir addieren daher vorher zum Minuendus die
dariiber geschriebene Zahl 0,0544 ..., welche ja gleich Null ist, und
konnen nun fiir jede Ziffer die Subtraktion ausfiithren; der so sich
ergebende Ausdruck fiir die Differenz erscheint aber im allgemeinen
in nicht reduzierter Form und ist dann erst in die reduzierte Form
iiberzufiihren.
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Die Zerlegung des Ringes aller g-adischen
Zahlen in seine einfachsten Bestandteile.
§ 1. Inhalt und Ziel der Untersuchung.

Bis jetzt wurde die beliebig angenommene Grundzahl g bei der
ganzen Untersuchung festgehalten. Wir werden aber sehen, daf sich die
systematische Untersuchung der Eigenschaften aller g-adischen Zahlen
wesentlich vereinfacht, wenn wir dieselben Zahlen in einem alsbald
naher zu definierenden Sinn fiir den Bereich gewisser Grundzahlen,
die Teiler von ¢ sind, untersuchen.

Ist ndmlich

g=PQ

irgend eine Zerlegung der Grundzahl g in zwei Faktoren, so kénnen
wir jeder g-adischen Zahl, d. h. jeder Zahl des Ringes R(g)

Ag:a0+alg+a292+--- :a0+a1(PQ)+ag(PQ)2+...
je eine eindeutig bestimmte Zahl

Ap=ay+ (a1Q)P + (aQ*)P*+ ... (P)
Ag=ao+(@P)Q + (a2P*)Q* +... (Q)

der beiden Ringe R(P) und R(Q) zuordnen, welche wir als
die Werte von A, fiir den Bereich von P und fiir
den Bereich von @ bezeichnen wollen. Sind ferner die beiden
Faktoren P und @ teilerfremd, so werden wir in diesem Kapitel
zeigen, daR auch umgekehrt zu jedem System (Ap, Ag) von zwei
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beliebig angenommenen P-adischen und ()-adischen Zahlen eine einzige
g-adische Zahl A, gehort, deren Werte fiir den Bereich von P und
von @ bzw. gleich A p und ZQ sind. Aus diesem Grunde kénnen wir
jede Zahl A, folgendermafen bezeichnen:

Ay = (ApAg).
Sind dann
Ay=(Ap,Ag), By=(Bp,Bg)

irgendwelche in dieser Form bezeichnete g-adische Zahlen, so kénnen
und werden wir ohne jede Rechnung zeigen, dafs fiir ihre Summen und
ihr Produkt die beiden Gleichungen bestehen:

A,+B,=(Ap+Bp,Ag+ Bg)
A,By, = (ApBp,AgBg).

Also ist der Ring R(g) in genau derselben Weise aus den
beiden Ringen R(P) und R((Q) komponiert, wie dies fiir den aus
den Koérpern K und K’ komponierten Ring R(K, K') a.S. 17 flgde.
der Fall war. Hieraus folgt, daf man, anstatt den Ring R(g) zu
untersuchen, die beiden einfacheren Ringe R(P) und R(Q) betrachten
kann, deren Grundzahlen komplementéare teilerfremde Divisoren von
g sind. Dieselbe Zerlegung kann man weiter auf die neuen Zahlringe
R(P) und R(Q) anwenden und damit so lange fortfahren, bis die
Grundzahlen aller so sich ergebenden Zahlringe Primzahlpotenzen p*
geworden sind. Von diesen einfachsten Zahlringen R(p®) werde ich
endlich zeigen, daf in ihnen nicht blofs die Addition, Subtraktion
und Multiplikation, sondern auch die Division unbeschrankt und
eindeutig ausfiithrbar ist; diese sind also Zahlkorper, in welchen alle
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vier elementaren Rechenoperationen ausgefiihrt werden konnen; und
so lakt sich die Frage nach den Eigenschaften aller Zahlringe von
g-adischen Zahlen vollstédndig ersetzen durch die Betrachtung gewisser
Zahlkorper, welche keine prinzipiellen Schwierigkeiten darbietet. So
reduziert sich z. B. die Theorie der hexadischen Zahlen

A6:a0+a1-6+a2-62+...
auf diejenige der dyadischen und der triadischen Zahlen
Bo=by+b -24+by-22+ ...

und

532004‘01'34‘02'324‘....

So ist z. B. die hexadische Zahl 1,50321 eindeutig bestimmt durch
ihren dyadischen Wert 1,1100100110101 und ihren triadischen Wert
1,10110021, was wir durch die Gleichung ausdriicken:

1,503216 = (1,11001001101015, 1,101100213).

Ebenso bestehen fiir die beiden dekadischen Zahlen

5,213023 ..-10 und 2,110100 ...10

die beiden Gleichungen

5,213023 .. .10 = (1,010110. . .5, 0,000000. . .5)
2,110100.. . .19 = (0,000000. . .5, 2,240130. . .5).
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§ 2. Die Beziehungen zwischen g-adischen Zahlen mit
verschiedener Grundzahl.

Der soeben angedeuteten Reduktion unserer Aufgabe schicke
ich zunéchst einige fast selbstverstiandliche Bemerkungen iiber die
Beziehungen g-adischer Zahlen mit verschiedener Grundzahl voraus.

Ist

A=ag+a1g+ag®+...

eine beliebige, nur der Einfachheit wegen als ganz angenommene
g-adische Zahl, und sind

A = g5, AD =g+ ayg, ...
ihre sukzessiven Naherungswerte, so ist allgemein
AD —AD — g0t (1=1,2,...),

so daf man folgende Darstellung der Zahl A durch ihre Naherungswerte
erhalt:
A=A40 4 (A(l) _ A(O)) + (A(2) _ A(l)) 4.

Ebensogut kann man A z. B. auch durch die Naherungswerte
AP AG) A®) AN
in der Form
A=A® 1 (A®) — A@) 1 (A®) — AB) 1.
= (ao + a19 + a29%) + (a3 + asg + asg*)g” + (as + arg + asg®)g° + ...,
d.h. als eine Zahl mit der Grundzahl ¢® darstellen, wie aus der

Definition der Gleichheit unmittelbar folgt. Allgemeiner findet man in
dieser Weise eine Darstellung von A durch die Naherungswerte

AB=D - A@R=D) 4Gk

ey



Fiinftes Kapitel. 90

wo k irgendeine ganze positive Zahl bezeichnet, in der Form
A= A(k—l) + (A(Qk—l) o A(k—l)) + (A(3k—1) _ A(Qk—l)) 4.
=(ag+arg+ - +ap1g"") + (0 + k19 + -+ az-19"")g
+(agk + aspi1g + -+ am—1g" )G+

k

hierdurch ist also die g-adische Zahl A als eine nach Potenzen der
Grundzahl ¢* fortschreitende Reihe dargestellt.
Umgekehrt kann selbstverstindlich jede g*-adische Zahl

A=a" 4+ aVgk 4 a®g?

als eine nach Potenzen von g fortschreitende Reihe mit nicht reduzierten
Koeffizienten angesehen werden, in der insbesondere die Koeffizienten

von g, ¢%, ... ¢*1, ¢!, ... simtlich Null sind, und diese kann dann

in ihre reduzierte Form iibergefiihrt werden. Es folgt daher speziell:

Ist die Grundzahl g = p* eine Primzahlpotenz, so konnen alle
Zahlen mit der Grundzahl p*

A=ag+apt +ap® + ...
auch als p-adische Zahlen, d. h. in der Form
A=a" 4+ aWYp+a@p? + ...

dargestellt werden.
Z. B. kann man die Zahl

800 =8+7-94+0-9°+1-9°=8701 (9)
auch schreiben als

800 = (2+2-3)+ (1+2-3)32+ (0+0-3)3* + 1-3° = 2212001 (3);
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ebenso folgt aus der Darstellung von —% fiir die Grundzahl 25

—5: =22 +16+16-25+16-25"+--- =1516,161616... (25)

die pentadische Darstellung von —%:
—£=(0+43-5)-57+(1+3-5)+(1+3-5)5 +...

=31,3131... (5).

Sind ferner g und ¢’ zwei Grundzahlen, welche beide die namlichen
Primfaktoren p, ¢, ... r, nur in verschiedenen Potenzen enthalten, so
gibt es sicher eine niedrigste Potenz ¢* von g, die durch ¢ teilbar
ist, und ebenso eine niedrigste Potenz ¢’* von ¢', die ein Vielfaches
von ¢ ist. Dann erkennt man sofort, dafs jede g-adische Zahl A auch
als ¢g’-adische Zahl und umgekehrt jede ¢’-adische als g-adische Zahl
dargestellt werden kann; denn es ist ja

A= A(k—l) + (A(Qk—l) o A(kz—l)) + (A(3k:—1) . A(Qk:—l)) 4.

=ap+alg+aygd®+...,

weil jede der oben stehenden Differenzen
(A(Qk:—l) . A(k_l)), (A(3k—1) o A(2k_1))7 .

bzw. durch ¢*, ¢%*, ..., also durch ¢', ¢’* ... teilbar ist; umgekehrt ist
ebenso fiir eine ¢’-adische Zahl A’

A = A/(k’—l) + (A/(2k:’—1) - A/(k’—l)) + (A/(3I<:’—1) o A/(Qk’—l)) + ...
:ao—l—alg+agg2+...,

d. h. A" ist auch als g-adische Zahl darstellbar. Hieraus ziehen wir die
praktisch wichtige Folgerung:
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Bei der Untersuchung beliebiger g-adischer Zahlen kann man
statt der Grundzahl g = p"¢* ... r! diejenige reduzierte Grundzahl
go = pq...r nehmen, welche dieselben Primfaktoren wie g, aber
jeden nur in der ersten Potenz enthalt.

Z.B. ist zu 12 = 22 .3 die in diesem Sinn zugehdrige reduzierte
Zahl 2 -3 = 6; es ist 12! teilbar durch 6, also k& = 1. Daher ist z. B.

—2 =712+ 11+ 1112411122 4 .
=21-62+11+22-6+44-6%+...
= (3+3-6)-62+(5+1-6)+(4+3-6)-6
+(24+1-6+1-6%-6°+...
=3-624+3-6'4+54+5-6+5-6"+...;

man kann also an Stelle der Zahl 711,1111... (12) ebensogut die
hexadische Zahl 335,55... (6) untersuchen.

Auf Grund dieser Betrachtungen wollen wir die folgende erweiterte
Definition der Gleichheit zweier Zahlen

A=ag+ag+... (g9), A =ai+dig+...(J)

aufstellen, deren Grundzahlen g und g von einander verschieden sind.
Wir betrachten auch hier die beiden Reihen von Naherungswerten

A(O) = Qo, A(l) = ag + a1 g, e (g)
A0 —ap, AW =aj+dig, .. (9)

und nennen A und A’ gleich fiir den Bereich von ¢, wenn
ihre Naherungswerte geniigend hoher Ordnung einander fiir jede noch
so hohe Potenz von ¢ als Modul kongruent sind. Ebenso sollen
Aund A" gleich fiir den Bereich von g heifsen, wenn die
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entsprechenden Kongruenzen fiir jede noch so hohe Potenz von g
erfiillt sind.
So sind z. B. die beiden vorher betrachteten Zahlen

A=AD 4 (AD — A0y 4 (A® — A0y 4 (g)
A= AD 4 (AD) _ ADY L (A®) _ AG)Y 4 (4P,

von denen die erste eine Zahl von der Grundzahl g, die zweite eine
solche von der Grundzahl ¢* darstellt, nach dieser neuen Definition
einander gleich sowohl fiir den Bereich von ¢ als auch fiir den von ¢3;
denn ihre Néherungswerte sind bzw.

AO A A AG) o und AD AG) | A®) A0

und fiir eine beliebig hohe Potenz von g sowohl als von ¢ als Modul
werden diese schlieklich zueinander kongruent. Ist allgemeiner ¢* durch
g’ teilbar, so sind die beiden Zahlen

A=ag+amg+ a9’ + ... (9)
Al = A(kfl) + (A(Qkfl) . A(kfl)) + (A(3k71) . A(Qkfl)) 4o (g/),

von denen die zweite nach dem letzten Resultat fiir den Bereich von
g’ einer ¢’-adischen Zahl gleich ist, fiir diesen Bereich einander gleich,
weil die Naherungswerte von A und A’

A(O), A(l), A(Q),
A(kfl)’ A(2k71)’ A(3k71)’

fiir gentigend grofse Indizes einander fiir jede noch so hohe Potenz von
g’ als Modul kongruent werden.
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Ein Ring R(g) von g-adischen Zahlen soll ein Teilbereich
eines andern Ringes R(g’) von ¢’-adischen Zahlen heifsen, wenn zu jeder
Zahl A aus R(g) eine ihr fiir den Bereich von ¢’ gleiche A’ innerhalb
R(¢') gehort. Sind dann A und B zwei beliebige Zahlen in R(g) und
sind A’ und B’ diejenigen Zahlen im Teilbereich R(g’), welche ihnen
gleich sind, so sind den Zahlen A+ B, A — B, AB offenbar die Zahlen
A+ B', A — B', A’B’ in dem Teilbereich beziehlich gleich.

Ist R(g) ein Teilbereich von R(g’) und auch umgekehrt R(g")
ein Teilbereich von R(g), so sollen beide Ringe als gleich
bezeichnet werden; ich schreibe diese Beziehung in der Form:

Nach dem soeben Dargelegten ist R(g) = R(g'), wenn die beiden
Grundzahlen g und ¢’ dieselben Primfaktoren enthalten, wenn also g*
durch ¢’ und ¢’* durch g teilbar ist. Speziell ist z. B.:

R(p*) = R(p), R('¢...r™)=R(pq...r).

Dagegen ist R(P) ein eigentlicher Teilbereich von R(g), wenn die
Grundzahl P ein Teiler von ¢ ist, der mindestens einen Primfaktor
von ¢ nicht enthélt. Dann gehdrt nédmlich zu jeder g-adischen Zahl A
eine eindeutig bestimmte P-adische Zahl «, die jener fiir den Bereich
von P gleich ist. Ist namlich

g=PrQ,
so ist ja:

A=ap+a1g+ayg®+- =ag+ (aQ)P + (a:Q*) P> + ...
=ap+aP+aP?+---=a (P),
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wo allgemein o; = a;Q° ist. o ist dann eine eindeutig bestimmte
P-adische Zahl; denn je zwei zu A fiir den Bereich von P gleiche
Zahlen o und o' sind ja fiir diesen Bereich einander gleich, eben weil
sie flir diesen Bereich beide gleich A sind. Wir wollen «, wie bereits
erwahnt wurde, den Wert von A fiir den Bereich von P
nennen.

Wahrend also zu jeder Zahl A von R(g) eine ihr gleiche a aus
R(P) gehort, ist das Umgekehrte nicht der Fall; denn eine P-adische
Zahl

a=ay+a P+ asP?+...

besitzt iiberhaupt nur dann Ndherungswerte, die sich als Naherungswerte
einer g-adischen Zahl betrachten lassen, wenn mit wachsendem Index ¢
jedes Glied o;P* von geniigend hoher Ordnung durch jede noch so
hohe Potenz von g = P(Q) teilbar ist; dies ist aber im allgemeinen nicht
der Fall, sobald () auch nur einen nicht in P auftretenden Primfaktor
enthélt. In diesem Fall ist also wirklich R(P) ein eigentlicher Teilbereich
von R(g). So gehort z. B. zu der triadischen Zahl

a=3+(5-2)-3+(3-2%)-32+(5-2%-3*+(3-2%)-3* + ...
zwar die ihr gleiche hexadische Zahl
A=3+5-64+3-62+5-6°+3-6"4...,
dagegen existiert zu der triadischen Zahl
a=3+5-3+3-3+5-3"+...

keine ihr gleiche hexadische Zahl.
Ebenso gibt es offenbar auch einen eindeutig bestimmten
Q-adischen Wert der oben angegebenen g-adischen Zahl A, ndmlich
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die Zahl
B=0D00+ bQ+ Q>+ - =a+ (a1 P)Q + (a2 P)Q* + ...,

wo, also allgemein f3; = a,; P’ ist; dagegen gilt auch hier das Umgekehrte
nicht; auch R(Q) ist also ein eigentlicher Teilbereich von R(g).

§ 3. Die Zerlegung des Ringes R(g) in die beiden Ringe R(P)
und R(Q).

Ich will jetzt untersuchen, in welcher Beziehung die Zahlen eines
Ringes R(g) zu den Zahlen eines eigentlichen Teilbereichs R(P) stehen,
dessen Grundzahl P ein Teiler von g = PQ ist. Hierbei kann ich,
ohne die Allgemeinheit der Resultate zu beeintrichtigen, die Annahme
machen, daf die beiden komplementéiren Faktoren P und () teilerfremd
sind, also keinen Primfaktor gemeinsam haben. Besitzt ndmlich g,
was wir ja voraussetzen konnten, nur einfache Primfaktoren, so ist
jene Annahme fiir jede Zerlegung g = P(Q von g erfiillt. Nach dem
oben Bewiesenen gehort dann zu jeder Zahl A aus R(g) eine eindeutig
bestimmte P-adische Zahl «, welche ihr fiir den Bereich von P gleich

ist, ndmlich der Wert von A fiir den Bereich von P.
Ist umgekehrt im Ring R(P) eine P-adische Zahl

a=ay+a P+ asP?+...

ganz beliebig gegeben, so gibt es, wie wir jetzt beweisen wollen,
mindestens eine solche g-adische Zahl

X =204+ 219+ T29° + .. .,

dak X = « (P) wird, dafs also gerade diese Zahl o der P-adische Wert
von X ist. In der Tat, soll

T+ 11 PQ + 2, P?Q* + - =g+ P+ auP* + ... (P)



Fiinftes Kapitel. 97

sein, so konnen wir zunéchst zy = ap annehmen. Lassen wir dann
die beiden gleichen Zahlen oy und xy fort und dividieren auf beiden
Seiten durch P(@), so schreibt sich die obige Gleichung so:

T+ 12 PQ+ - =Q Har + P +...) (P).

Da (P,Q) = 1 ist, so ist Q! eine modulo P ganze Zahl, kann also als
reduzierte ganze P-adische Zahl geschrieben werden; multipliziert man
dann auf der rechten Seite aus, so erhélt man eine P-adische Zahl:

Bl+ﬁ2p+

In der sich so ergebenden Gleichung

kann man wieder x; = (3 setzen, worauf man durch genau dasselbe
Verfahren wie vorher zur Bestimmung der iibrigen x; eine neue
Gleichung

To +x3PQ+ - =7y +y3P+ ... (P)

erhalt. Fahrt man in derselben Weise fort, so kann man die unbekannten
Koeffizienten xq, x1, x2, ..., soweit man will, bestimmen, d. h. man
erhélt eine wohldefinierte g-adische Zahl X, deren P-adischer Wert
gleich der beliebig angenommenen P-adischen Zahl « ist.

Ebenso kann man natiirlich auch eine g-adische Zahl Y finden,
deren ()-adischer Wert gleich einer beliebig angenommenen ()-adischen
Zahl B = By + /1Q + ... ist.

In beiden Féllen ist aber durch je eine von diesen Forderungen
die g-adische Zahl X bzw. Y noch keineswegs eindeutig bestimmt; im
Gegenteil, ich zeige jetzt, dal man stets eine g-adische Zahl A so
wahlen kann, daf ihr Wert fiir den Bereich von P gleich einer ganz
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beliebig gewdhlten P-adischen Zahl «, ihr Wert fiir den Bereich von
@ gleich einer beliebig gegebenen @-adischen Zahl f ist. Erst durch
diese beiden Festsetzungen zusammen ist A eindeutig bestimmt. Ich
beweise also den merkwiirdigen und wichtigen Satz:

Im Ringe R(g) der g-adischen Zahlen gibt es eine einzige
Zahl A, deren Werte fiir die Teilbereiche R(P) und R(Q) je eine
beliebig vorgegebene P-adische und ()-adische Zahl sind.

Der vollstandige Beweis dieses Fundamentalsatzes kann auf denjenigen
des folgenden Spezialfalles desselben zuriickgefiithrt werden:

Im Ringe der g-adischen Zahlen gibt es eine Zahl, die fiir den
Bereich von P den Wert 1, fiir den Bereich von ) den Wert 0
besitzt. Diese Zahl soll in der Folge durch 1p bezeichnet werden.

Eine solche g-adische Zahl kann folgendermafen gebildet werden:
Da (P,Q) =1 ist, so kann man nach S. 29 (2) zwei ganzzahlige
Multiplikatoren A und g so bestimmen, dafs

Q) — AP =1
ist; dann hat man also in
E=1+ AP =puQ
eine Zahl, die den beiden Kongruenzen
(1) =1 (mod. P), £=0 (mod. Q)
geniigt. Hieraus folgt aber sofort, daft die Zahlen der Reihe

£, 69,65 69 .
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die Eigenschaft haben, dafs allgemein die Beziehungen gelten:
(2) ¢ =1 (mod. P™), ¢ =0 (mod. Q™).

Die Richtigkeit der zweiten Serie von Kongruenzen zunéchst ist
evident, da ja wegen der zweiten Kongruenz (1) £9" sogar durch die
viel hohere Potenz Q9" von ( teilbar ist. Den Beweis fiir das Bestehen
der ersten Kongruenzenserie (2) fiihren wir induktiv, ausgehend von
der bereits bewiesenen ersten Behauptung (1) fiir ¢ = 0. Es sei also
fiir einen bestimmten Wert ¢ = k schon bewiesen, dafs
(3) ¢ =1 (mod. P¥)
ist, was sich auch in der Form
¢ =1+hnP

schreiben 148t. Erhebt man diese Gleichung in die g = (PQ)™
Potenz und entwickelt die rechte Seite nach dem binomischen Lehrsatz,
so ergibt sich:

QPQ —1)

€ — (14 hP)P@ = 14 PQhP* 4+ ¥ WP 4

1-2 ’

wo rechts alle auf das zweite Glied folgenden Summanden mindestens
durch die (2k)™ Potenz von P teilbar sind. Da aber das zweite Glied
rechts durch P**! teilbar ist und fiir k¥ > 1 stets 2k > k + 1 gilt, so
zieht die Kongruenz (3) die andere

¢" =1 (mod. P*)

nach sich; da vermoge der ersten Kongruenz (1) die Beziehung (3) fiir
k =1 richtig ist, so ist in der Tat die Allgemeingiiltigkeit auch der
ersten Kongruenzenserie (2) nachgewiesen.
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Aus den Potenzen &, &9, 592, ... von ¢ kann man leicht eine
g-adische Zahl bilden, die fiir den Bereich von P den Wert Eins, fiir
den Bereich von ) den Wert Null hat, ndmlich die Zahl

(4) lp=E+ (9 =)+ (7 =)+ (% -+ ...

Dafs diese Reihe zunéchst iiberhaupt eine g-adische Zahl darstellt,
wird nachgewiesen sein, sobald gezeigt ist, daf

£ —E=g&, & —¢9=g%, ...

ist, wo &1, &, ... ganze Zahlen bedeuten. Dies ist wirklich der Fall;
denn da wegen (2) fiir jedes i =1 €9 und €7 modulo P’ kongruent
Eins, modulo @' kongruent Null, also jedesmal auch untereinander
kongruent sind, so ist ihre Differenz &9 — &9 sowohl durch P! wie
durch @, also auch durch P'Q’ = ¢* teilbar, w. z. b. w. 1p liRt sich
also in der Form

1p:§0+§1g+§292+...,

d. h. als reduzierte oder nicht reduzierte g-adische Zahl schreiben.
Ferner ist der % Naherungswert von 1p

lg):§0+§1g+"'+figi:§+(5g_§>+'”+<£gi_égH):gg

nach (2) modulo P! kongruent 1, modulo Q! kongruent Null, d. h.
es ist geméf der Definition der Gleichheit wirklich:

(5) 1p=1(P), 1p=0(Q).

Ganz ebenso laft sich natiirlich eine g-adische Zahl 1, derart
bestimmen, dafs

(5%) lg=0(P), 1lg=1(Q)

i
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ist.

Endlich kann man nun auch eine g-adische Zahl Xp finden, deren
Wert fiir den Bereich von P gleich einer beliebig gegebenen P-adischen
Zahl « ist, wahrend sie fiir den Bereich von ) den Wert Null hat.
Bestimmen wir ndmlich nach dem auf S. 96 ff. auseinandergesetzten
Verfahren eine g-adische Zahl X so, daf X = a (P) ist, wéhrend
iiber den (Q-adischen Wert von X nichts festgesetzt wird, so hat die
g-adische Zahl

Xp=X-1p

die beiden verlangten Eigenschaften; denn es ist ja:
XP:X~1PIC¥'1204 (P), XPIle:XOIO (Q)

Genau ebenso kann man eine g-adische Zahl Xy bestimmen, die
fiir den Bereich von P gleich Null, fiir den von @) gleich einer beliebig
vorgegebenen Q-adischen Zahl 8 = fy + £1Q + ... wird.

Die aus diesen beiden g-adischen Zahlen additiv zusammengesetzte
Zahl X = Xp + X hat nun offenbar die Eigenschaft, daf ihre Werte
fiir den Bereich von P und () bzw. gleich o und S sind. In der Tat ist
ja

X=Xp+Xg=a+0=a (P), X=Xp+Xo=0+73(Q).

Es gibt also wirklich stets eine solche g-adische Zahl. Mehr als
eine Zahl, welche diesen beiden Anforderungen geniigt, kann es aber
nicht geben. Denn wire X’ eine zweite derartige Zahl, so wiirde ja die
Differenz Y = X — X’ eine g-adische Zahl sein, die fiir den Bereich von
P gleich a — a = 0, fiir den Bereich von @) gleich § — 3, also ebenfalls
gleich Null wére. Eine solche Zahl Y muls aber auch fiir den Bereich
von ¢ gleich Null sein; denn ihre N&herungswerte geniigend hoher
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Ordnung miissen ja fiir jede noch so hohe Potenz von P sowohl wie
von @), also auch von PQ) = g, kongruent Null sein, d. h. es ist wirklich
Y =0, also X = X’ (g), w.z b.w. Speziell sind also die vorher
gebildeten g-adischen Zahlen 1p und 1 sowie die Zahlen Xp und Xg
durch die ihnen auferlegten Bedingungen eindeutig bestimmt.

Ist also A, eine beliebige g-adische Zahl, und sind Ap und Ag
diejenigen eindeutig bestimmten g-adischen Zahlen, fiir welche

AP:AQ(P)7 AP:O (Q)
Ag=0 (P), Ag=4,(Q)

ist, so ist A, wie dies schon im § 1 dieses Kapitels ausgefiihrt wurde,
in der Tat folgendermafien darstellbar

Ag = (AP, AQ)7

weil Ap und Ag gleich den Werten von A fiir den Bereich von P bzw.
() sind. Da aber diese Werte Ap und A aukerdem so gewdahlt sind,
dafs sie fiir den Bereich von ) bzw. von P gleich Null sind, so besteht
nach dem soeben gefithrten Beweise die sehr viel einfachere Gleichung:

A, = Ap + Ap.
Sind umgekehrt
ap=ay+auP+... (P), ag=ay+a|Q+... (Q)

zwei ganz beliebige Zahlen der Ringe R(P) und R(Q), so gibt es ein
einziges System (Ap, Ag) von zwei g-adischen Zahlen, fiir welche
Ap:Oép (P), APIO (Q)
Ag=0 (P), Ag=oaq (Q)
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ist, und die aus ihnen durch gewohnliche Addition gebildete Zahl
A=Ap+ Ag

ist diejenige eindeutig bestimmte Zahl, deren Werte fiir den Bereich
von P und von @) bzw. gleich ap und aq sind.

Sind endlich
A=Ap+ Ay, B=DBp+ Bg

zwei beliebige g-adische Zahlen in dieser Komponentendarstellung, so
ergeben sich nach den allgemeinen Rechenregeln im Ringe R(g) fiir
die Summe, die Differenz und das Produkt dieser beiden Zahlen die
Gleichungen:

A+ B = (Ap+ Bp)+ (Ag + Bg)
(6) A= B = (Ap— Bp) +(Aq— Bo)
AB = (ApBp) + (AgBg).
Hier ist noch zu bemerken, dafs in der letzten Gleichung die beiden

Produkte ApBg und AgBp, welche eigentlich noch auftreten, beide
fiir den Bereich von g Null sind, weil z. B.

ist.

Ferner erkennt man aber sofort, daf die in (6) rechts in den
Klammern stehenden Zahlen die P- und Q)-Komponenten bzw. von
A+ B, A— B und AB sind, d. h. dafs z. B.

(A+ B)p = Ap + Bp,
(6%) (A-B)p=Ap—Bp, (g
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ist, und die entsprechenden Gleichungen fiir die (-Komponenten
gelten. In der Tat ist z. B.:

Ap+ Bp=A+ B (P)
Ap+ Bp = 0(Q),

und durch diese beiden Gleichungen ist ja die P-Komponente (A+ B)p
eindeutig bestimmt. Aus der Eindeutigkeit der Darstellung der
g-adischen Zahlen in der Normalform folgt, daf eine Zahl A = Ap+ Ag
dann und nur dann Null ist, wenn beide Komponenten fiir sich Null
sind; und hieraus ergibt sich, dak zwei Zahlen A = Ap + Ay und
A" = Ap + A nur dann gleich sind, wenn Ap = A%, Ag = A ist.

Die Berechnung der g-adischen Zahlen 1p und 1y auf mehrere
Stellen wiirde nach der a. S. 98 ff. angegebenen Methode wegen der
hohen Potenzen von & schwierig sein. Praktisch viel einfacher erhalt
man Naherungswerte beliebig hoher Ordnung von 1p und 1g auf
folgende Weise: Da die beiden Zahlen P*+! und Q" fiir ein beliebiges
k teilerfremd sind, so kann man durch das Euklidische Verfahren zwei
ganzzahlige Multiplikatoren A\, und gy so bestimmen, dafs

(7) M PP 4 QM =1
ist. Also sind die beiden ganzen Zahlen:

(k) k+1 k+1
1, =1= M NP =
(7) gf) ' k+1 “kaH

bzw. gleich den k" Néaherungswerten von 1p und 1lg; denn aus der
obigen Gleichung ergeben sich ja die Kongruenzen:

1% =1 (mod. P**Y), 1% =0 (mod. Q*)
1$) =0 (mod. P*™), 125) =1 (mod. Q**).
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Ist z. B.
g=10=2"5,

also P =2, Q =5, so ergibt das FEuklidische Verfahren fiir
(2°,5°) = (32,3125) leicht die Gleichung:

203.2° — 3.5 =1.

Also bestimmen sich die 4%" Niherungswerte von 1, und 15 aus den
Gleichungen:

159 =1 -293.25 = —9375
19 =14 3.5 =49376.

Schreibt man also 15 und 15 als dekadische Zahlen, also in umgekehrter
Folge der Ziffern, so erhalt man:

1o = —5,7390 - - - = 45,2609 . .. (10)
15 = 46,7390 - - - = +6,7390.. . ..

Es sei zweitens
g=6=2-3, also P=2 Q =3;

dann ergibt das Euklidische Verfahren angewandt auf die Zahlen
(27,37) = (128, 2187) sofort die Gleichung:

35-37— 59827 = 1.
Also erhalt man als sechsten Néherungswert von 1,

159 = 14598 - 27 = 76545,
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und wenn man diese als hexadische Zahl nach der a. S. 60 gegebenen
Methode schreibt:

(8) 1,=3,120531... (6).

Die zweite Einskomponente 13 braucht nicht besonders berechnet zu
werden, da ja allgemein immer

l=1p+1g, also lg=1-1p, (9)
ist. Also ist in diesem Falle
(8%) I3=1—-1,=4,435024... (6).
Kennt man die Darstellung
(9) 1=1p+1q (9)

der Eins in der Normalform, so folgt aus ihr sofort die entsprechende
Darstellung jeder anderen g-adischen Zahl A einfach dadurch, daft man
die obige Gleichung (9) mit A multipliziert. Denn in der Gleichung:

A=A-1p+A-1g (9)
ist ja z. B. A-1p in der Tat gleich Ap, weil fiir dieses Produkt
A-lp=A-1=A(P), A-1lp=A-0=0(Q)

gilt und durch diese beiden Gleichungen Ap eindeutig bestimmt ist.
So erhdlt man z. B. durch einfache Multiplikation der aus (8)
und (8?*) sich ergebenden Gleichung

1=3,120531---+4,435024... (6)
die folgende Darstellung der Zahl 44 = 2,11 (6) in der Normalform:
9,11 =0,034010---+2,141545.... (6)
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§ 4. Die Zerlegung des Ringes R(g) in die Ringe R(p),
R(q), ..., deren Grundzahlen Primzahlen sind. Die
Darstellung der g-adischen Zahlen in der additiven und in der
multiplikativen Normalform.

In genau derselben Weise, wie dies im vorigen Abschnitt gezeigt
wurde, kann nun eine beliebige g-adische Zahl entsprechend jeder
Zerlegung von ¢ in mehr als zwei teilerfremde Faktoren als Summe
von mehr als zwei Komponenten dargestellt werden. Ich gebe diese
Dekomposition gleich fiir die letzte Zerlegung, welche g zuldft. Wir
konnen nach S. 90 unten ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit
annehmen, dafs g nur einfache Primteiler besitzt; es sei

(1) g=p-q...r

die Zerlegung von g in seine Primfaktoren. Ist dann P = ¢...r der
zu p komplementére Faktor von g, so ist ¢ = pP eine der im vorigen
Paragraphen betrachteten Zerlegungen; also konnen wir nach der dort
gegebenen Methode eine g-adische Zahl 1p bilden, welche fiir den
Bereich von p gleich 1, fiir den Bereich von P = ¢...r, mithin also
auch fiir den Bereich jeder der von p verschiedenen Primzahlen ¢, ... r
gleich Null ist.

Ist dann a = ap + a1p + ... eine beliebige p-adische Zahl, so
kénnen wir, wie schon bewiesen, eine g-adische Zahl X bilden, die fiir
den Bereich von p gleich « ist; dann ist

X,=X-1,

die eindeutig bestimmte g-adische Zahl, welche fiir den Bereich von
p gleich «, fiir den Bereich aller anderen Primzahlen ¢, ... r
aber jedesmal gleich Null ist. Ebenso konnen wir entsprechend der
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Zerlegung g = q (p...r) = qQ eine g-adische Zahl X, bilden, welche
fiir den Bereich von ¢ gleich einer beliebig vorgegebenen g¢-adischen
Zahl B = By + P1q + ... ist, wihrend sie fiir den Bereich aller {ibrigen
Primzahlen p, ... r Null ist, usw. Haben dann die g-adischen Zahlen

Xy, ... X, die entsprechende Bedeutung fiir die Primzahlen ¢, ... 7,

wie X, fiir p, so ist
(2) X=X, +X,+--+X,

eine g-adische Zahl, die fiir die Bereiche von p, von ¢, ... von r bzw.
die beliebig vorgegebenen Werte «, (3, ... = besitzt, und umgekehrt
laft sich jede g-adische Zahl A als eine derartige Summe

(2%) A=A, +A,+ -+ A
darstellen, in der z. B. die erste Komponente durch die Gleichungen
(20) A=A (), A=0(g), ... A,=0()

bestimmt ist. Auch in diesem allgemeinen Falle ist jene Darstellung
einer g-adischen Zahl nur auf eine Weise moglich. Waren namlich

A=Ay +Ag+- -+ A,

/ !/ !/ (g)
=A + A+ + A

solche Darstellungen derselben Zahl A auf zwei verschiedene Weisen,
so ergabe sich durch Subtraktion

0= (A, —A)+ (A —A)+ -+ (A — A))
:Bp +Bq +---+ B,,
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wo die g-adischen Zahlen B, = A, — A}, ... nicht alle Null wéren,
wéhrend z. B. fiir B, die Gleichungen

B,=A—-A=0(p), B,=0(q), ... B,=0(r)

erfiillt sein miifsten. Aus ihnen folgt aber, dal B, =0 (g), d. h. daf
Ay, = A}, sein muf, und dasselbe gilt fiir alle anderen Zahlen A, ... A,.

Ist also g eine beliebige Grundzahl, und sind p, ¢, ... r alle
in ¢ enthaltenen voneinander verschiedenen Primfaktoren, so ist
jede g-adische Zahl A auf eine einzige Weise in der Form

(3) A=A, +A,+ -+ 4 (9)

darstellbar, in welcher die g-adischen Zahlen A,, ... durch die
Gleichungen:

(3%) A,=A(p), A,=0(q¢, ... A,=0(r)

usw. eindeutig bestimmt sind. Sind umgekehrt «,,, oy, ... @, je

eine beliebige p-adische, g-adische, ... r-adische Zahl, so gibt es
im Ringe R(g) eine einzige Zahl A, deren Wert fiir den Bereich

von p, q, ... r bzw. gleich oy, ag, ... «, ist.

Die eindeutig bestimmten Zahlen A, A, ... A, in
der obigen Gleichung sollen kurz als die p-Komponente,
g-Komponente,... r-Komponente von A bezeichnet

werden. Die Darstellung (3) einer Zahl A als Summe ihrer
Komponenten soll ihre additive Normalform heifsen.

Ist dann

A=A, + A, + -+ A,

(4) B
B=B,+B,+---+B,
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die Darstellung von zwei beliebigen g¢-adischen Zahlen in der
Normalform, so ergeben die Gleichungen

A+ B=(A,£B,)+ (A, £B)+---+ (A £ B,)

4&
) AB = A,B, + AB,+ -+ A,B,

die Summe, die Differenz und das Produkt von A und B in
derselben Form; denn A, + B, z. B. ist eine g-adische Zahl, die fiir
den Bereich von p gleich dem p-adischen Wert von A + B, fiir den
Bereich jedes anderen Primteilers von ¢ aber gleich Null ist. Fiir
die zweite Gleichung hat man noch zu bedenken, dak die Produkte
ungleichnamiger Komponenten, z. B. A,B,, verschwinden, weil sie fiir
den Bereich eines jeden Teilers von g gleich Null sind.
Sind daher

(ap, g, ...ap) und (B, By, ... 5r)

zwei Systeme von beliebigen Zahlen der Ringe R(p), R(q), ... R(r),
und A und B die eindeutig bestimmten g-adischen Zahlen, deren Werte
fur jene Teilbereiche bzw. gleich (o, ay, . .. @) und (B,, By, . . . ;) sind,
so gehoren zu den Wertsystemen

(ap £ Bpyag £ By, .ar £6,) und  (apfy, agfy, - - - fr)

die eindeutig bestimmten g-adischen Zahlen
A+ B und AB.

Neben der soeben eingefithrten Darstellung aller g-adischen
Zahlen in der additiven Normalform fiihre ich jetzt noch eine
multiplikative Normalform fiir diese Zahlen ein, welche
spiater von grofer Bedeutung sein wird. Sie ergibt sich aus der
additiven Zerlegung der g-adischen Zahlen unmittelbar mit Hilfe des
folgenden einfachen Satzes:
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Ist
(5) B=B,+B,+---+ B, (9)

die Darstellung einer beliebigen g-adischen Zahl in der additiven
Normalform, so besteht immer die Gleichung:

(5%) 1+B=(1+B,)1+B,)...(1+B,) (9)

Die Richtigkeit dieser Gleichung folgt unmittelbar, wenn man ihre
rechte Seite ausmultipliziert und beachtet, daff jedes Produkt B, B,, ...
von zwei oder mehreren Komponenten immer gleich Null ist.

Setzt man in dieser Gleichung:

1+B=A4;, 1+B,=%, ... 1+B, =2,
wodurch sich also ergibt:
B=A-1;, A,=1+(A-1),=4,+1-1,, ...,

so erhélt man die folgende multiplikative Zerlegung einer beliebigen
g-adischen Zahl A

(6) A=22,... 2 (9),

und die Komponenten 2(,, ... 2, sind die durch die folgenden
Gleichungen eindeutig bestimmten g-adischen Zahlen
A, =A (), =1 (¢), ... A, =1 (r)
() A, =1 (p), A, =A(q), ... A,=1 (r)

917“21 (p)v %7”21 (Q), Q[TZA(T)
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Die Richtigkeit dieser Gleichungen folgt z. B. fiir 2, unmittelbar, wenn
man die Gleichung:
A, =4,+1-1, (9)

der Reihe nach fiir die Bereiche von p, ¢, ... r betrachtet.
So ergibt sich z. B. aus den auf S. 105 ff. fiir den Bereich der
hexadischen Zahlen hergeleiteten Gleichungen:

1=1y+ 13 =3,120531---4+4,435024... (6)
A=211=Ay+ A3 =0,034010---+2,141545... (6)

Qb:Ay+L—b:4AUM34”(®

Ay = A3 +1—13=5,202421...

und man erhélt somit die folgende multiplikative Darstellung der
hexadischen Zahl 2,11

2,11 = (4,404134...) (5,202421...) (6),

deren Richtigkeit durch Ausmultiplizieren unmittelbar bestétigt werden
kann.
Sind umgekehrt
Qp, Oy .. Oy

je eine beliebig gegebene p-adische, g-adische, ... r-adische Zahl, so
konnen wir die eindeutig bestimmte g-adische Zahl A, welche fiir den
Bereich von p, g, ... r bzw. gleich o, ay,...a, ist, nun auch in der
multiplikativen Normalform eindeutig darstellen. In der Tat ist

(7) A=02,...2A,,
wo z. B. 2, die g-adische Zahl ist, welche durch die Gleichungen:
(7*) A, =a, (p), Ay=1(), ... A,=1(r)
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eindeutig bestimmt ist.

Ich will im folgenden die Komponente 20, 2(,, ... 2, von A in
dieser multiplikativen Normalform (6) den zu p, q, ... r gehdrigen
Faktor von A nennen. Jeder von ihnen ist durch die Gleichungen (6*)
eindeutig bestimmt.

Ist

8) A=222,...2%, B=%,%8,...B (9

die Darstellung von zwei g-adischen Zahlen in der multiplikativen
Normalform, so ist

(8%) AB = (%,%B,)(%A,B,) ... (2.B,) (9),

und man erkennt sofort, dafs die rechts in Klammern stehenden
Produkte die zu p, ¢q, ... r gehorigen Faktoren von AB sind, dafs
also z. B.:

(AB )p =B,

ist. In der Tat bestehen fiir dieses erste Produkt z. B. die Gleichungen:
2,5, =AB (p), AB,=1(q), ... A,B,=1 (r),

durch welche der zu p gehorige Faktor von AB eindeutig bestimmt ist.

Aus der Eindeutigkeit der Darstellung einer Zahl in der
multiplikativen Normalform folgt analog wie vorher auf S. 107 unten
bei der additiven Normalform, daf zwei Zahlen

A=22,...2A, A =02 .. 2 (9)
dann und nur dann einander gleich sind, wenn

A,=2A A=A ... A=A (g)
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ist.

Speziell zerfallt die Zahl Null multiplikativ folgendermafsen:

9) 0=0,0,...0, (g9),
wo z. B. die g-adische Zahl O, durch die Gleichungen:

(9%) O,=0(p), O,=1(q), ... O,=1(r)
eindeutig bestimmt ist. Jede dieser Zahlen O,, O,, ... O, nenne
ichden zu p, ¢, ... 7 gehoérigen Faktor oder Divisor
der Null

Eine Zahl A soll ein Teiler der Null heifsen, wenn sie
wenigstens einen von diesen Faktoren der Null enthéalt, wenn also z. B.:

A=0,2,...2% (9)

ist. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn z. B. bei der obigen
Gleichung

A=0,=0 (p)
ist. Stets und nur dann ist also A ein Teiler der Null, wenn wenigstens
einer der Werte von A fiir den Bereich von p, ¢, ... r gleich Null ist.

Allein in diesem Falle ist also auch bei der additiven Darstellung:
A=A, +A,+- -+ A

wenigstens eine der Komponenten Null. Jeder einzelne von diesen
Faktoren Op,, ... soll ein Primteiler der Null genannt
werden. Diese Bezeichnung wird durch den folgenden offenbar richtigen
Satz gerechtfertigt.

Ein Produkt zweier g-adischen Zahlen enthélt stets und
nur dann einen Primteiler der Null, wenn mindestens einer der
Faktoren durch denselben Divisor teilbar ist.
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§ 5. Die Einteilung der ganzen g-adischen Zahlen in
Zahlklassen modulo g.

Ich benutze die im vorigen Abschnitt gefundene Darstellung der
ganzen g-adischen Zahlen in der additiven Normalform zunéchst dazu,
um auch sie ebenso wie vorher die modulo g ganzen rationalen Zahlen
fiir diesen Modul in Klassen einzuteilen.

Es sei

(1) g=7p"¢ .. .M
die Zerlegung der Grundzahl g, und
(2) A=A, +A,+- -+ A
die Darstellung einer beliebigen g-adischen Zahl in der additiven

Normalform. Ich denke mir jede der Komponenten in ihrer reduzierten
Form dargestellt, und es seien

p p p
Ay =al” +aVg+aP g +

(2%)

Ay =a® +aMg+aPg?+ ...

r

diese Reihen, wo wenigstens eines der Anfangsglieder nicht Null sein
soll. Der Einfachheit wegen sind jene Reihen von der nullten Ordnung
angenommen. Sollten sie mit g* beginnen, so kann dieselbe Uberlegung

auf die Zahl — angewendet werden, deren Entwicklungen dann mit
g()é

¢° anfangen.
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Dann ist

A=ay+ag+ag*+ ...
=@+ a4+ +a?) + (a

d. h. fiir den Anfangskoeffizienten von A besteht die Kongruenz:

(3) ap = aéo) + aéo) + -+ a® (mod. g).

m der zu p* komplementdre Divisor von

Ist nun P=¢'...r
g =p"P, so ist

az()o) =ap- P

durch P teilbar; denn aus der fiir die p-Komponente von A nach (2?)
bestehenden Gleichung:

Ay=al +al)+-=0(P)

folgt ja, wenn man sie als Kongruenz modulo P betrachtet,
aﬁ,o) =0 (mod. P). Da ferner aj(go) = a,P modulo g = p*P reduziert
ist, so muB «, einen der Werte 0, 1, ... (p* —1) besitzen. Sind
entsprechend @, ... R die zu ¢/, ... r™ komplementiren Teiler von g,
so dafs also:

(4) g=p"P=¢dQ=---=r"R

ist, so zeigt man ebenso, daf die Anfangsglieder a((lo), o ad? baw.

durch @, ... R teilbar sind. Die Kongruenz (3) ldft sich also
folgendermafsen schreiben:

(5) ap = o, P+ a,Q + - -+ o R (mod. g),
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WO Qu, O, ... @, ganze Zahlen der Reihen
0,1, ... (PF=1); ... 0,1, ... (r™—1)

sein miissen. Je zwei in dieser Form dargestellte Zahlen sind nur dann
modulo ¢ kongruent, wenn sie identisch sind. Denn wére die obige
Zahl ay kongruent einer anderen

ao=a,P+a,Q+ - +a,R (mod. g),
so mufte ihre Differenz:
ag—ag = (ap —a,)P+-+ (o, —a,)R=0 (mod. g),

sein. Betrachtet man aber diese Kongruenz als eine solche fiir den
Modul p* und beachtet dabei, daff derselbe in @, ... R enthalten,
aber zu P teilerfremd ist, so folgt aus ihr:

a, = a, (mod. p*),

und diese Kongruenz ist, da jene beiden Koeffizienten modulo p*
reduziert sind, nur dann erfiillt, wenn «, = a » ist. Da man genau
ebenso die Identitdt der iibrigen Koeffizienten beweist, so ist die
Richtigkeit unseres Satzes dargetan.

Alle g-adischen Zahlen A = a,g® + aa;19%™ +. .., welche in ihrer
reduzierten Form mit der o *" Potenz von ¢ beginnen, sind also in
der Form

A=(,P+a,Q+--+a,R)g"+ ...

darstellbar, wo mindestens einer der Koeffizienten «y,, oy, ... «, nicht
Null ist. Fiir jede ganze g-adische Zahl A = ay + a19 + ... besteht
demnach eine Kongruenz

(5%) A=opP+0,Q+ -+ R (mod. g).
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Ich will nun die ganzen g-adischen Zahlen fiir den Modul g
ebenso in Kongruenzklassen einteilen, wie dies auf S. 49 ff. fiir die
modulo g ganzen rationalen Zahlen geschah. Wir rechnen also in eine
und dieselbe Klasse alle und nur die ganzen g-adischen Zahlen

A=a+dg+dg +...,
welche zueinander modulo ¢ kongruent sind, die mithin in ihrer
reduzierten Darstellung dasselbe Anfangsglied a besitzen. Ich bezeichne
diese Klasse durch C,, setze aber ebenso wie a. a. O. gleich fest, dafs
statt des Index a auch jede zu a kongruente Zahl @ = a + gt genommen
werden darf, so daf also Cy = Cpry = Coroy = ... ist. Dann zerfallen
also alle ganzen Zahlen A modulo g in genau g Klassen:

(6) Co, Cu, ... Oy,

Wir betrachten diese Klassen als die Elemente eines Systemes
S = (Cy, C4,...C4—1) und definieren fiir sie wieder die Operationen der
Addition, Subtraktion und Multiplikation eindeutig auf die folgende
Weise:

Durchlaufen A und B alle Zahlen der beiden Klassen C, und Cj,
so ist fiir sie alle:

(7) A=a, B=b(mod. g).

Dann folgt, daf ihre Summen, ihre Differenzen und ihre Produkte alle
bzw. den drei eindeutig bestimmten Klassen

Ca+b7 C(afby Cab
angehoren, da aus (7) die Kongruenzen:

A+t B=a+b, AB=ab (mod. g)



Fiinftes Kapitel. 119

folgen. Aus diesem Grunde definieren wir die Summe, die Differenz
und das Produkt zweier Klassen C, und C} durch die Gleichungen:

(8) Ca + C1b = Ca+b7 Ca - C’b = Cafba Oacb = Cab-

Bei dieser Erkldrung der elementaren Rechenoperationen fiir jene
Klassen sieht man, dak das System S = (Cp,Cy,...Cy_q) dieser
g Zahlklassen einen Ring bildet, da in ihm die Addition, die Subtraktion
und die Multiplikation unbeschréankt und eindeutig ausfithrbar ist.
Alle Zahlen einer und derselben Klasse C, sind in der Form:

A=a+gN

enthalten, wo N jede ganze g-adische Zahl bedeutet. Unter ihnen sind
auch alle ganzen rationalen Zahlen enthalten, welche modulo g
zu a kongruent sind; beschréankt man sich also auf den Bereich dieser
Zahlen, so fallt diese Klasseneinteilung mit der auf S. 52 gegebenen
vollstéindig zusammen. Alle rationalen Zahlen einer und derselben
Klasse C, besitzen einen groften gemeinsamen Teiler d,. Dieser
mufs also ein gemeinsamer Teiler der beiden in C, vorkommenden
rationalen Zahlen a und a + g sein, also ist d, sicher ein Teiler
von (a,a+ g) = (a,g). Da aber jede Zahl a + gn durch (a,g) teilbar
ist, so ist d, = (a,g) selbst. Diese Zahl d, soll der Teiler der
Klasse C, genannt werden.
Ist
a=a,P+a,Q+---+a-R (mod. g)

die Darstellung von a in der Form (5) modulo g, so ist

d, = (a,9) = p"¢"...1"™,
wenn p*, ¢, ... r™ die hochsten Potenzen von p, ¢, ... r sind,
welche bzw. in «,, a4, ... «, enthalten sind; offenbar ist dann

nimlich a z. B. genau durch p*o teilbar.
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Ist speziell d, = (a,g) = 1, also jede rationale Zahl von C, zu g
teilerfremd, so soll C, eine Einheitsklasse, jede Zahl A von
C, eine Einheit modulo ¢ genannt werden. Aus der soeben
durchgefiihrten Betrachtung fiir einen beliebigen Divisor d, ergibt sich
also fiir d = 1 der Satz:

Eine Zahl
e=¢e,P+e,Q+---+¢-R (mod. g)

ist dann und nur dann eine Einheit modulo ¢ oder also zu g

teilerfremd, wenn keine der Zahlen ¢,, g;, ... &, durch die ihr
zugeordnete Primzahl p, ¢, ... r teilbar ist, wenn also €, ... &,
bzw. zu p, ... r teilerfremd sind.

Nach dem Vorgange von Gauss (Disq. Arithm. art. 38)
bezeichnen wir die Anzahl der Einheitsklassen modulo ¢ oder, was
dasselbe ist, die Anzahl der modulo g inkongruenten zu g teilerfremden
ganzen Zahlen durch ¢(g). Nach den soeben abgeleiteten Resultaten
ist es leicht, diese Anzahl fiir ein beliebiges ¢ zu finden.

Ist zunichst speziell ¢ = p* eine beliebige Primzahlpotenz, so ist
P =1, und eine modulo ¢ = p* reduzierte ganze Zahl:

ap = a” +aWp +a?p? + a* V=t (D =0,1,...p—1)

ist dann und nur dann eine Einheit modulo p*, wenn sie nicht durch p
teilbar, wenn also a(® nicht Null ist. Da nun alle durch p teilbaren
Zahlen dieser Reihe in der Form

enthalten sind, ihre Anzahl also offenbar gleich p*~! ist, so ergibt sich
die Anzahl aller inkongruenten Einheiten modulo p*

(9) pp") =p" —p* = (1 — %) .



Fiinftes Kapitel. 121

Ist nun allgemein wie vorher ¢ = p¥q¢'...r™ eine beliebig

zusammengesetzte Zahl, so ist nach dem oben Bewiesenen:
e=¢epP+e,Q+---+&R

dann und nur dann eine der ¢(g) modulo g inkongruenten Einheiten,
wenn ¢, eine der ¢(p*) modulo p* inkongruenten Einheiten, ¢, eine
der ¢(¢°) modulo ¢* inkongruenten Einheiten ist usw. Somit ergibt
sich fiir die gesuchte Anzahl der Einheitsklassen modulo g die einfache
Gleichung:

(9%) o(9) = (" )e(d") .. o(r™)

(1= (=) (D) o)

wo das Produkt auf alle in g enthaltenen verschiedenen Primfaktoren
zu erstrecken ist. Aus dieser Gleichung kann sofort der weitere Satz
abgelesen werden:

Ist g = ¢g192 irgendeine Zerlegung von g in zwei teilerfremde
Faktoren, so ist stets:

(9”) ©(g) = (g1)¢(g2).

Hiernach ist es sehr leicht, fiir die ersten ganzen Zahlen ¢ die
Anzahlen ¢(g) zu berechnen. So ist z. B.:

p(1) =1, ¢(2)=1, ¢©3)=2, »(4)=2, »(5)=4,
10) ¢(6) = p(2)p(3) = 2,
p(7) =6, ©8) =4, ¢(9) =6, »(10)=4, ¢(11)=10
P(12) = p(3)p(4) = 4.
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Die Anzahl ¢(g) aller modulo g inkongruenten Einheiten ist stets
gerade, sobald g > 2 ist; denn zu jeder Einheit e gehort eine andere
Einheit —e, und es ist allein dann e = —e (mod. ¢g) wenn 2e, also auch
2 durch g teilbar, wenn also g gleich 1 oder gleich 2 ist.

Ganz ebenso einfach kann man jetzt die allgemeinere Frage
entscheiden, wie groft die Anzahl der Kongruenzklassen modulo ¢ ist,
welche genau den Divisor d enthalten, wo

ko mo

d=prgho.  .r
ein beliebiger Teiler von ¢ ist. Eine Zahl A = ag,aias... besitzt
namlich genau den Teiler d mit g, wenn in ihrem Anfangsgliede:

ap = P +a,Q + -+ R

a, genau durch p*  «, genau durch ¢, ... teilbar ist. Es muf
also z. B.:

ap = p™ (g + arp+ -+ 4 app_1p )

sein, wo o > 0 ist, wéhrend a, ... aj_,—1 beliebige Zahlen der Reihe
0,1, ... p—1 sein kénnen. Die Anzahl aller modulo p* inkongruenten
Zahlen dieser Art bestimmt sich also genau wie in (9) auf der vorigen
Seite gleich:

k—ko

k‘—k:()) — k‘—k‘o—l‘

e(p P —p
Also ist die Anzahl aller zum Divisor dy gehorigen Klassen oder
die Anzahl aller modulo g inkongruenten Zahlen, welche mit g den

grofiten gemeinsamen Teiler d haben, gleich:

(11) e ) (g 0) . p(r™ ™) = ©(6)
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wenn
(11a) 5 — pk—koql—lo o Tm—mo

der zu d = p*g’ ... r™ komplementire Teiler von g = dé ist.

Die Anzahl aller Kongruenzklassen, welche einen bestimmten
Teiler d von g = dd besitzen, ist also stets gleich ¢(6).

Da nun jede der g Kongruenzklassen Cy, Ci, ... Cy_; einen der
Teiler d von g besitzt, so muf die Summe der Anzahlen () erstreckt
iiber alle Teiler d oder, was dasselbe ist, erstreckt iiber alle Teiler &
von ¢ gleich ¢ sein. Es ergibt sich also der Satz:

Ist g eine beliebige ganze Zahl, so ist
(12) >_p(0) =g,
/g

wenn die Summe iiber alle Teiler von g einschlieflich 1 und g
erstreckt wird.

So ist z. B. nach der Tabelle (10):

I9=0(1)+¢B)+¢9) =14+24+6
12 = (1) + ¢(2) + ¢(3) + p(4) + p(6) + p(12)
=1+4+14+2+2+2+4.

§ 6. Die Einheiten und die Einheitsklassen. Der Fermatsche
Satz fiir endliche Gruppen.

Ich betrachte jetzt genauer die g-adischen Einheiten und die aus
ihnen gebildeten Einheitsklassen. Sind

E=e+eg+..., E=ey+eig+...
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zwei beliebige Einheiten, deren Anfangsglieder ey und ef also zu g
teilerfremd sind, so ist ihr Produkt

EE'" = epe, + (eoe) + €1€5)g + - ..

offenbar wieder eine Einheit. Sind also C,, und C¢ die beiden
zugehorigen Einheitsklassen, so ist ihr Produkt Ce,Cyy = Cpe wieder
eine solche:

Das Produkt beliebig vieler Einheitsklassen ist also wieder
eine Einheitsklasse. Die ¢(g) Einheitsklassen bilden demnach einen
Bereich, in dem die Multiplikation unbeschrinkt und eindeutig
ausfiihrbar ist.

Ich zeige jetzt weiter, dafs auch die Division durch eine Einheit E
im Ringe R(g) unbeschrinkt und eindeutig ausfiihrbar ist, daf ndmlich
die Gleichung:

(1) EY =B

stets eine eindeutig bestimmte Losung besitzt, wenn F eine Einheit,

B
B eine beliebige Zahl bedeutet. Diese Losung soll dann durch Y = o

bezeichnet und der Quotient von B und E genannt werden.
Dazu beweise ich den folgenden speziellen Satz:

Ist E eine beliebige Einheit, so gibt es stets eine einzige
Zahl X, welche der Gleichung

(2) EX =1

1
geniigt; diese Zahl X soll dann durch E~! oder durch o bezeichnet

und die zu E reziproke Zahl genannt werden.
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Daf zunéchst eine Losung X = xg+ 219 + ... dieser Gleichung
existiert, erkennt man leicht: Die Gleichung;:

(Qa) EX = eprg + (€1$0 +603§1)g+ (621'0 + ey —|—60£U2)92 + ...
=14+0-g+0-¢*+...

wird namlich sicher erfiillt, wenn g, x1, ... so gewéhlt werden, dafs
sie die Gleichungen:

€00 =1
(2b) €1ZTo + €921 =0
€220 +e1xr1 + €olg = 0

befriedigen. Aus ihnen bestimmen sich diese Zahlen xq, z1, o ...
sukzessive folgendermafsen:

o¢ E—— - _ -
(2% o0 eo’ o ed ed

oder iibersichtlicher mit Benutzung der Determinanten:

61600
€1€0 €2€1€0
1 e €2€1 €3€2€1
d _ _ 1 _ _
(2)'170__7 I = -, To = + 3, T3=— 4 y e

Alle Koeffizienten stellen sich also als Briiche dar, deren Zahler
ganze ganzzahlige Funktionen der e;, also gewohnliche ganze Zahlen
sind, wihrend die Nenner Potenzen der Zahl ey sind, welche selbst
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eine Einheit modulo ¢ ist. Mithin sind alle 2; modulo ¢ ganze Zahlen,
also ist die zugehorige Zahl

1 _ 1 el e% — €02 o

3 X=_—f1l_-=-_= -1 =02
(3) E €o egg+ el g+

eine ganze g-adische Zahl. Sie ist auch eine Einheit, da ihr Anfangsglied
— ebenso wie ¢y eine Einheit modulo ¢ ist.

€o
Aufser dieser Zahl besitzt die Gleichung EX = 1 keine andere
Losung X'; denn aus der Gleichung:

EX'=1
folgt ja durch Multiplikation mit der soeben bestimmten Zahl X:
(EX)X'=1-X'=X.

Endlich erkennt man ebenso, daf sich aus (1) fiir Y der eindeutig
bestimmte Wert:

B
(4) Y=BX=B -E'==
E
ergibt. Ist speziell auch B = E' = ¢, + €jg + ... eine Einheit, so ist
/ 1 / /
auch — = B'. = = 0 4 cine Einheit, weil ihr Anfangsglied £
FE E e €0

g teilerfremd ist.

Der Quotient zweier Einheiten ist also stets wieder eine
Einheit.

Man erkennt so, daft im Gebiete der g-adischen Zahlen auch die
Division durch Einheiten unbeschrankt und eindeutig ausfiihrbar ist.
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Wir werden spéter sehen, dafs man nicht durch jede g-adische Zahl A
unbeschrankt dividieren kann. Hier werde nur noch erwahnt, dafl man
auch durch eine Zahl A = ¢g*FE eindeutig dividieren kann, wenn « eine
positive oder negative ganze Zahl und E eine Einheit ist, denn die
Gleichung;:
AX =B

hat dann die offenbar eindeutig bestimmte Losung X = B%, WO
% = gia : %, und % die in (3) angegebene g-adische Einheit ist.

Ich iibertrage jetzt die soeben fiir die Einheiten gefundenen
Resultate auf die zugehdrigen Einheitsklassen. Sind Ce, und C; zwei
beliebige Einheitsklassen und

E=e+eg+..., E=e,+eig+...
zwei Einheiten derselben, so gehort ihr Produkt und ihr Quotient:

EE' = egefy + (eg€) + e1ep)g + . . .
E' e, €leg—epe
— =04 LQOIQ N
E e e
bzw. zu den beiden eindeutig bestimmten Einheitsklassen:
Ceper und  Cor.
0 -0

€0

Dann sind also fiir die ¢(g) Einheitsklassen die Rechenoperationen der
Multiplikation und der Division durch die Gleichungen:

Cy
Ce

definiert, und man erkennt die Richtigkeit des Satzes:

CGCE/ = Cee/ und

e
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Die ¢(g) Einheitsklassen C, bilden bei der oben gegebenen
Definition der Multiplikation und der Division eine endliche
Gruppe oder einen endlichen Strahl, da in ihrem Gebiete die
Multiplikation und die Division unbeschrankt und eindeutig
ausfiihrbar ist.

Diese Gruppe muf wie jede Gruppe ein Einheitselement enthalten;
dieses ist offenbar die Klasse C;, welche aus allen Einheiten

Liejeg---=1+eg+eg+...

besteht, deren Anfangsglied in der reduzierten Form gleich Eins
ist. Jede solche Einheit soll eine Haupteinheit modulo g
genannt werden; die Klasse € der Haupteinheiten nennen wir
kiirzer die Hauptklasse und wollen sie, wenn wir mit den
Einheitsklassen rechnen, mitunter auch kurz durch 1 bezeichnen.

Fiir jede endliche Gruppe besteht nun ein Fundamentalsatz,
welcher der kleine Fermatsche Satz genannt zu werden
pflegt, weil ein ganz spezieller Teil desselben zuerst von Fermat
bewiesen worden ist.

Ist
G=(1,E,FEy...E, )

eine endliche Gruppe von v Elementen (in der also Multiplikation
und Division unbeschrinkt und eindeutig ausfithrbar sind), so
besteht fiir jedes ihrer Elemente die Gleichung:

(5) B =1,

wenn 1 das Einheitselement von G bedeutet.
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Bildet man ndmlich die v Produkte:
(6) E-1, EE\, EE,, ... FE,_4,

so sind sie zundchst wieder simtlich Elemente von G, ferner sind sie
wegen der Eindeutigkeit der Division alle voneinander verschieden,
da aus EFF; = EF, durch Division mit E notwendig FE; = E, folgt.
Daher sind diese Produkte, abgesehen von ihrer Reihenfolge, mit den
v Elementen 1, F;, ... E,_; von G identisch. Also sind die beiden
Produkte:

(E-1)(EE))...(EE,_\) = Y0 E,...E,_,)

und (1 F;...E, 1) einander gleich, und aus der so sich ergebenden
Gleichung;:

EV<1 . El -'-Eu—l) = (1 'El---El/—l)

folgt durch Division mit (1- F; ... E,_;) wirklich
E" =1.

Verstehen wir jetzt unter G = (1, B, ... E,_1), speziell die Gruppe
der Einheitsklassen, fiir welche also v = ¢(g) ist, so lehrt der soeben
bewiesene Fermatsche Satz, dak die ¢(g)™*® Potenz jeder Einheitsklasse
gleich der Hauptklasse ist. Ubertrigt man diese Aussage von den
Klassen auf ihre Elemente, so ist ihr Inhalt folgender: Das Produkt
von irgendwelchen v Zahlen einer und derselben Einheitsklasse C,
insbesondere also auch die v* Potenz jeder beliebigen Einheit
E = e,eqe,. .. ist stets eine Haupteinheit 1, €], €, .... Betrachtet man
diese Beziehung als eine Kongruenz modulo g, so ergibt sich der Satz:
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Ist g eine beliebige ganze Zahl, ¢(g) die Anzahl aller modulo ¢
inkongruenten Zahlen, welche zu ¢ teilerfremd sind, und ist e
irgendeine dieser Zahlen, so besteht immer die Kongruenz:

(7) e?9 =1 (mod. g).

Ist speziell g = p* eine Primzahlpotenz, so ist p(p*) = p* — p*F~1
so dafs hier fiir jede durch p nicht teilbare Zahl stets die Kongruenz:

(8) e " =1 (mod. p¥)
erfillt ist. Insbesondere ist also fir £ =1
(8%) e?~! =1 (mod. p);

dies ist der zuerst von Fermat bewiesene Satz.

Fir den Modul 9 = 32 ist z. B. ©(9) = 6, und die sechs
Zahlen (1,2,4,5,7,8) bilden ein vollstindiges System aller modulo 9
inkongruenten Einheiten; wirklich ist hier, wie man sich durch
Ausrechnung (wobei Vielfache von 9 immer fortgelassen werden
konnen) leicht iiberzeugt:

1°=20=4=5°=7"=8"=1 (mod. 9).

Ich beweise jetzt einen zweiten Fundamentalsatz fiir endliche
Gruppen G = (1, Ey,...E,_1), welcher in der ganzen Zahlentheorie
immer wieder zur Anwendung kommt.

Ist E irgend ein Element einer endlichen Gruppe G von
v Elementen, so bilden, wie bereits a.S. 14 erwidhnt wurde, alle
Potenzen

(.E"..)=(..E2EY1,E E*. . )
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von F, bei denen allgemein E~" das zu E" reziproke Element bedeutet,
fiir sich eine Untergruppe von G, welche a. a. O. die zu F gehorige
Untergruppe von G genannt wurde. Da somit auch diese Gruppe
endlich ist, so miissen in der unendlichen Reihe dieser Potenzen von
E gewisse einander gleich sein. Es seien in dieser Gruppe E” und
E™4 die beiden ersten Elemente mit nicht negativen Exponenten,
welche einander gleich sind; dann muf » = 0 sein, da anderenfalls
aus der Gleichung E" = E™ sofort 1 = E? folgen wiirde. Ist £ die
kleinste positive Potenz von E, welche gleich Eins ist, so sagen wir F
gehort zum Exponenten d; alsdann sind die Elemente

1, E, E* ... E*!

alle voneinander verschieden. Ist dagegen k' = k + rd irgendeine
positive Zahl, welche grofser oder gleich d ist, so folgt aus der
Gleichung;:

Ek/ — Ek+7’d — Ek:(Ed>T — Ek

dak E* derjenigen Potenz E* in jener Reihe gleich ist, deren
Exponent kongruent & modulo d ist. Endlich folgt aus der Gleichung
EFEYk =1, welche fiir jedes k < d besteht, daR allgemein

E—k‘ — Ed—k‘

ist, dak also die Reihe (E~¢, E~(4=1) . E~') der d ersten negativen
Potenzen mit der Reihe (1, E, E?, ... E4!) iibereinstimmt. Aus diesen
beiden Betrachtungen zusammengenommen folgt also, dafs die ganze
zu E gehorige Untergruppe (... E"...) aller positiven und negativen
Potenzen von E aus der sich immer wiederholenden Periode

(..1,E,E? ... B 1,E E? .. E' ..)
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der d voneinander verschiedenen Potenzen von FE besteht. Zwei
Potenzen E* und E* mit positiven oder negativen Exponenten
sind einander stets und nur dann gleich, wenn ihre Exponenten
modulo d kongruent sind. Speziell sind allein die Potenzen von FE
gleich Eins, deren Exponent ein Multiplum von d ist. Da nun nach
dem Fermatschen Satze F” =1 ist, so ist auch v ein Vielfaches von d.
Somit ergibt sich der folgende wichtige Satz:

Jedes Element einer endlichen Gruppe v **" Ordnung gehort
zu einem Exponenten d, welcher ein Teiler von v ist.

So gehoren z. B. fiir den Modul 9 von den ¢(9) = 6 inkongruenten
Einheiten (1,2,4,5,7,8) 1 zum Exponenten 1, 8 = —1, zu 2, 7 und 4
zum Exponenten 3, und 2 und 5 zu 6. Ebenso gehdéren von den
©(20) = 8 Einheiten (£1,£3,47,+9) drei, ndmlich +9 und —1 zum
Exponenten 2, und 4, ndmlich £3, +7, zum Exponenten 4.

Durch die Darstellung der g-adischen Zahlen in der additiven und
der multiplikativen Normalform wird die Ausfiihrung der elementaren
Rechenoperationen im Ringe R(g) der allgemeinen g-adischen Zahlen
vollstindig und eindeutig reduziert auf die Ausfiilhrung derselben
Operationen in den Ringen R(p), R(q), ... R(r), deren Grundzahlen
alle diejenigen verschiedenen Primzahlen p, ¢, ... r sind, welche in g
enthalten sind.

Daher wollen wir uns in den néchsten Kapiteln zunéchst mit
der genauen Untersuchung der p-adischen Zahlen beschéaftigen, deren
Grundzahl p eine beliebige Primzahl ist, und nachher die hier
gefundenen Resultate auf die g-adischen Zahlen ausdehnen.
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Der Kérper K(p) der p-adischen Zahlen,
deren Grundzahl eine beliebige
Primzahl ist.

§ 1. Die elementaren Rechenoperationen im Koérper K(p)
der p-adischen Zahlen.

Es sei jetzt p eine beliebige Primzahl; wir betrachten den Bereich
aller p-adischen Zahlen

A=a.,p*+ aaHpO‘H +... (p),

deren Koeffizienten modulo p ganze rationale oder auch ganze p-adische
Zahlen sein konnen. Wir setzen, falls A # 0 ist, diese Darstellung bereits
so umgeformt voraus, dafs der Anfangskoeffizient a,, durch p nicht teilbar
ist. Jeder solchen Zahl A ordnen wir dann eine Ordnungszahl
zu, namlich den Exponenten « ihres Anfangsgliedes. Der einen Zahl

0=0+0-p+0-p*+...

miissen wir konsequenterweise die Ordnungszahl o = +o0o zuordnen.
Dann besitzt jede Zahl A eine eindeutig bestimmte positive,
verschwindende oder negative Ordnungszahl «, und umgekehrt gehoren
zu jeder gewohnlichen ganzen Zahl «, die auch gleich +o00 sein kann,
p-adische Zahlen, welche gerade diese Ordnungszahl haben. Dagegen
enthdlt R(p) keine Zahl, welche die Ordnungszahl —oo hat, da jede
Zahl A hochstens mit einer endlichen Anzahl negativer Potenzen von
p beginnt.
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Wir nennen A eine ganze oder eine gebrochene p-adi-
sche Zahl, je nachdem ihre Ordnungszahl « nicht negativ oder
negativ ist. Ist A speziell die p-adische Entwicklung einer rationalen
Zahl, so ist sie nach dieser Definition ganz oder gebrochen, je nachdem
die zugehorige rationale Zahl modulo p ganz oder gebrochen ist.

Nach der auf S. 119 unten gegebenen Definition ist eine ganze
p-adische Zahl E' = eq+ e;p+ ... eine Einheit, wenn (eg,p) = 1, wenn
also ey nicht durch p teilbar ist; es gilt also der Satz:

Eine Zahl
E=cy+ey+eptep’+...

ist stets und nur dann eine Einheit, wenn ihre Ordnungszahl Null

ist.

Jede ganze oder gebrochene Zahl aufser Null lafst sich auf eine
einzige Weise in der Form

A=p*(ag + agip+...)=p°E

darstellen, wo FE eine Einheit und o die Ordnungszahl von A ist.
Diese hochste in A enthaltene Potenz p® von p soll der absolute
Betrag von A genannt und durch

|Al = p”

bezeichnet werden.

Im vorigen Kapitel ist bereits bewiesen worden, dafs der Bereich
R(g) aller g-adischen Zahlen einen Zahlenring bildet, da in ihm die
ersten sechs Grundgesetze des ersten Kapitels gelten, also speziell die
Addition, Subtraktion und Multiplikation unbeschrinkt und eindeutig
ausfiithrbar sind. Ich zeige jetzt, dafs, falls die Grundzahl eine
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Primzahl p ist, allerdings auch nur unter dieser Voraussetzung, auch
das siebente Grundgesetz von der unbeschrankten und eindeutigen
Division erfiillt ist, daf also der Bereich R(p) aller p-adischen
Zahlen einen Korper K(p) darstellt, in dem alle vier elementaren
Rechenoperationen unbeschréankt und eindeutig ausfiihrbar sind. Ich
beweise also folgenden Satz:

Ist A eine von Null verschiedene, B eine ganz beliebige
p-adische Zahl, so gibt es stets eine einzige p-adische Zahl X, fiir
welche

1) AX = B (p)

B
ist. Diese Zahl X wird durch 1 bezeichnet und der Quotient
von B und A genannt.

Die Richtigkeit dieses wichtigen Satzes folgt einfach aus der
Tatsache, daf im Bereiche R(p) jede Zahl A in der Form p*FE
darstellbar ist, wo E eine p-adische Einheit bedeutet. Nach dem auf
S. 126 oben bewiesenen Satze besitzt ndmlich dann die Gleichung (1)
die eindeutig bestimmte Losung:

(1) X=S-pe B
wo E~! die zu E reziproke Einheit bedeutet.

Damit ist also die Giiltigkeit des siebenten Grundgesetzes
vollstdndig bewiesen. Da somit der Ring R(p) der p-adischen Zahlen
ein Korper ist, so wollen wir ihn von nun an stets durch K(p)
bezeichnen.

Die Division einer p-adischen Einheit B = by, b1 by... durch
eine andere A = ag,a;as..., deren unbeschrinkte und eindeutige



Sechstes Kapitel. 136

Ausfihrbarkeit wir soeben nachgewiesen haben, ldft sich praktisch
genau so ausfiihren, wie die eines Dezimalbruches durch einen andern;
nur muf auch hier genau wie bei der Ausfiihrung der Multiplikation
die Operation bei den Anfangsgliedern by und ag begonnen und dann
sukzessive von links nach rechts fortgefithrt werden. Um die Division
einer reduzierten Einheit by, b; by... durch eine andere ag,aqas...
durchzufiihren, dividiere man also zunédchst by durch ag, d. h. man
bestimme, am leichtesten durch Probieren, die reduzierte Zahl x,, fiir
welche agzg = by (mod. p) ist, bilde dann die Differenz B — Axg, oder
ausgefithrt

bp, b1 ba...
— XTolp, oAy Tpag . . .
/ /
O’ bl b2"-7

und behandle diese Differenz dann genau in derselben Weise weiter.
So ist z. B. fiir die Grundzahl p = 5:

3,12:4,21 = 2,42204220... (5),
3,03
1444 . ..
1111
33344 ...
303
3044 . ..
303
01444 . ..
1111

33344 . ..
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und man sieht, wie beilaufig bemerkt werden mag, daf dieser Quotient
periodisch ist.
Sind
E=ceperea... und E' =epe)je,...
zwei beliebige Einheiten, so sind, wie auf S. 124 und 102 allgemein
bewiesen wurde, ihr Produkt und ihr Quotient

EE" = epeg, + pleoe) + e1€p) + - ..

/ /
E e e1ey — €pe}
g TP e

gleichfalls Einheiten. Hieraus folgt sofort der allgemeine Satz:

Die Ordnungszahl eines Produktes ist gleich der Summe
der Ordnungszahlen seiner Faktoren; die Ordnungszahl eines
Quotienten ist die Differenz der Ordnungszahlen von Zahler und
Nenner.

Denn aus den Gleichungen A = p*E;, B = p°E, folgt ja:
A E
AB = p**P BBy, = = p* Pl
p 1 27 B p E2 Y
Ey . L
und E; F5 sowohl als oA sind wieder Einheiten.

P
Als eine einfache Anwendung dieser Betrachtungen l6se ich die
fiir die Folge wichtige Aufgabe, die Ordnungszahl ., des Produktes:

ml=1-2...m

der m ersten Zahlen fiir den Bereich von p zu bestimmen, wenn m
beliebig gegeben ist.

Hierzu fiihrt wohl am einfachsten der folgende leicht zu beweisende
Satz:
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Die Ordnungszahl v einer beliebigen ganzen rationalen Zahl n
ist gleich
n—1 " °n 1
2) v — &,
p—1
wenn allgemein s, die p-adische Ziffersumme der ganzen Zahl r
bei ihrer Darstellung in der reduzierten Form bedeutet.

Ist namlich
n = 0700...anaz/+1"'a’7" (p)

die Darstellung dieser Zahl n in der reduzierten Form, so ist

n—1=p—-1,p—1...p—1 a,—1 ayy1...a, (p),
und aus den beiden Ziffernsummen:

Sn :au+au+1+"'+ar
Snfl:V(p_1)+(au_1)+au+1+"'+ar

folgt in der Tat durch Subtraktion die obige Gleichung fiir die
Ordnungszahl v, welche auch fiir n = 1 gilt, da ja die Ziffernsumme s
von Null gleich Null ist.
Aus dieser Formel folgt sofort fiir die Ordnungszahl pu,, des
Produktes 1-2-3...m = m! die Gleichung:
1

3 m = 1 n—1 " Sn 1) =
3 = 7 35 s =30+ )

m — Sy,
p—1

d. h. es gilt der Satz:

Ist m = ag,a;...a, die Darstellung einer beliebigen
gewOhnlichen ganzen Zahl in der reduzierten Form, so ist das

Produkt m! genau durch p »-1 teilbar, wenn s, = ag+a1+---+a,
die p-adische Ziffernsumme von m bedeutet.
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§ 2. Die Anordnung der p-adischen Zahlen nach ihrer Grofse.

Der im Anfang des vorigen Paragraphen eingefiihrte Begriff der
Ordnungszahl der p-adischen Zahlen gibt uns die Moglichkeit, diese
Zahlen nach ihrer Grofe fiir den Bereich von p so einzuteilen, dafs
viele Satze iiber die Grofenordnung der gewohnlichen rationalen oder
irrationalen Zahlen auch fiir die p-adischen Zahlen giiltig bleiben;
wahrend sie aber dort z. T. schwierig zu beweisen sind, ist ihre
Richtigkeit fiir unsere p-adischen Zahlen meistens fast evident.

Von zwei Zahlen ~ und ¢ soll v fiir den Bereich von p
kleiner als ¢ heifen (7 < (p)), wenn die Ordnungszahl von
v grofer als die von ¢ ist, wenn also z. B. fiir den Fall, daf v und
0 ganz sind, fiir ihre p-adischen Darstellungen

v=00...06¢41..., 6=00...0dsdsss...

r grofer als s ist, mithin v mehr Nullen hinter dem Komma hat als 9.
Die beiden Zahlen sollen fiir den Bereich von p 4quivalent
oder von gleicher Grofe heien (y ~ 6 (p)), wenn r
gleich s ist, wenn sie also die gleiche Ordnungszahl haben.

So ist z. B.
36 <12 (3), 6~ 15 (3),

weil 36 = 0,011 (3) die Ordnungszahl 2 hat, wihrend 12 = 0,11 (3)
von der ersten Ordnung ist; 6 und 15 sind aber beide von der ersten
Ordnung, also wirklich dquivalent.

Ist v < 0, so besteht eine Gleichung

v = 9g,

wo ¢ eine ganze p-adische Zahl bedeutet, d.h. allein unter dieser
Voraussetzung ist v durch ¢ teilbar. Eine Zahl v ist also durch jede
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aquivalente und durch jede grofere Zahl teilbar, aber durch keine
kleinere Zahl.

Bekanntlich werden die gewthnlichen komplexen Zahlen a4+ bi vom
gleichen absoluten Betrag r = v/a? + b? geometrisch als Punkte eines
und desselben um den Anfangspunkt als Mittelpunkt mit dem Radius r
beschriebenen Kreises in der komplexen Zahlenebene reprasentiert.
Ahnlich wollen wir, wenn es einmal im Interesse der Anschaulichkeit
erwiinscht sein sollte, alle Aquivalenten p-adischen Zahlen A, A", A”, ...,
deren absoluter Betrag |A| = p® = |A'| = |A”| = ... derselbe ist, in
irgendeiner Anordnung durch Punkte eines um den Anfangspunkt

als Mittelpunkt mit dem Radius beschriebenen Kreises

A
reprasentieren, ohne dafl jedoch hier auch umgekehrt jedem Punkt
dieses Kreises eine p-adische Zahl zu entsprechen braucht, wie dies
bei den komplexen Zahlen der Fall ist. Dann entsprechen also allen

p-adischen Zahlen der Ordnungszahlen ... —2, —1, 0, 1, 2, ... Punkte
11

der konzentrischen Kreise mit den Radien ... p?, p, 1, —, — ...; dem

Anfangspunkt selbst entspricht die Zahl Null, deren Ordnung ja gleich
400 ist, und von zwei Zahlen v und ¢ ist v die kleinere, wenn der ihr
zugeordnete Punkt ndher am Nullpunkt liegt als der zu § gehorige.
Man koénnte auch allen Zahlen mit derselben Ordnungszahl o den
einen Punkt P, zuordnen, welcher auf einer Achse die Abszisse p™@
besitzt.

In der Theorie der algebraischen Zahlen mufs der Bereich der
rationalen p-adischen Zahlen in der Weise erweitert werden, daf zu
ihnen auch solche Zahlen

r r+l
o= aypn + arpp » + ...
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hinzutreten, welche nach gebrochenen Potenzen von p mit modulo p
ganzen Koeffizienten fortschreiten; eine solche Zahl « besitzt, falls ihr
Anfangskoeffizient wieder als Einheit modulo p vorausgesetzt wird,

die gebrochene Ordnungszahl d = T Auch in diesem allgemeinen

Falle konnen wir den Zahlen « neiner bestimmten gebrochenen
Ordnungszahl d Peripheriepunkte des um den Nullpunkt mit dem
Radius p~? beschriebenen Kreises zuordnen. Die im folgenden
ausgesprochenen Sétze {iber die Grofsenverhéltnisse der rationalen
Zahlen gelten dann, wie hier nur erwidhnt werde, genau ebenso fiir
diese algebraischen Zahlen mit gebrochenen Ordnungszahlen.

Sind 1, Y2, ... 7, sdmtlich nicht grofer als 4, sind also alle diese
Zahlen durch § teilbar, so gilt offenbar dasselbe von ihrer Summe:

MFY2 Y

Ist also speziell v < ¢, so ist auch fiir jede natiirliche Zahl v: vy < 6,
was auch an sich klar ist, da ja jede ganze Zahl v <1 (p) ist.

Wir haben hier also eine Grofienanordnung der p-adischen Zahlen,
welche insofern ganz wesentlich von der der gewdhnlichen Zahlen
abweicht, als das sog. Aziom des Messens oder das Archimedische Axziom
fiir sie nicht gilt, nach welchem ein geniigend hohes Multiplum v+ einer
jeden, wenn auch noch so kleinen Zahl v grofer ist als jede beliebig
grofse vorgegebene Zahl. Um so merkwiirdiger ist es, dafs bei dieser
vollstandig anderen Grofenanordnung der p-adischen Zahlen, wie wir
zeigen werden, die Fundamentalsidtze der Algebra, der Reihentheorie,
der Differentialrechnung und der Funktionentheorie giiltig bleiben,
aber allerdings vollig andere Eigenschaften der untersuchten Zahlen
und Funktionen enthiillen.
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§ 3. Grenzwerte von Reihen p-adischer Zahlen.

Es sei
(1) S0, S1, S2, ...

eine unendliche Reihe von gesetzméfig gebildeten p-adischen Zahlen,
welche, soweit man will, berechnet werden kénnen. Gibt es dann eine
p-adische Zahl s von der Beschaffenheit, dafs, wie klein auch ¢ gewahlt
werde, fiir ein geniigend grofes n

(2) s— s, <0 (p)

wird, sobald v > n ist, so sagt man, die Reihe (1) besitzt den
Grenzwert s, oder sie konvergiert gegen s, und man
driickt diese Beziehung durch die Gleichung

(3) lim s, = s (p)

V=00

aus.
So konvergiert z. B. die Reihe der p-adischen Zahlen:

si=1,1111..., $=12222..., s3=12333...,
s, =1.2344. ..,

offenbar gegen die p-adische Zahl
s=123456...,

weil
S_Sy:O,OO]_23 —p +2pV+1+ <pn

ist, sobald v > n gewahlt ist.
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Ist ferner z. B.
A=ay+ap+ap’+... (p)

eine beliebige p-adische Zahl, so konvergiert die Reihe ihrer
Néherungswerte

AO = Qop, AW = ag + a1p, A® = aog + a1p + GQPZ» cee

eben gegen die Grenze A, weil fiir ein beliebig kleines § = p™ alle
Differenzen

A—AY = a, P Fayap P A <O ="

sind, sobald v 2 n angenommen wird.
Besitzt eine Reihe (1) den Grenzwert s, so folgt fiir ein geniigend
grofses n und ein beliebiges positives k£ aus den beiden Gleichungen:

3_5r+k<57 S_SV<5 (p)a
dal stets:
(4) Sutk = S, < 0 (p)

sein mufs, sobald nur v grofer als n ist.

Speziell ergibt sich fiir &k = 1, dak die Reihe (1) nur dann einen
Grenzwert haben kann, wenn fiir ein beliebig kleines ¢ von einem
geniigend hoch gewéhlten n ab

(5) Su1— sy <0 (p) (v>n)

ist. Ist diese notwendige Bedingung erfiillt, so folgt weiter, dak dann
auch der allgemeinen Bedingung (4) gentigt wird, da ja dann fiir ein

beliebiges k

Stk — Sp = (SV+1 - Sl/) + (Su+2 - SV+1) +- (Su—i-k - SV—‘rk—l) <90
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ist.

Endlich ergibt sich jetzt leicht, daf die notwendige Bedingung (5)
dafiir, dak die Reihe (1) einen Grenzwert hat, auch hinreichend ist.
Ist sie ndmlich erfiillt, so stellt die Reihe

5= 0 (51— 50) + (52— 51) -+ (5, = 5m1) +... (D)

eine p-adische Zahl dar, welche mit jeder vorgegebenen Genauigkeit
berechnet werden kann, weil ihre Glieder (s,41 — s,) fiir ein gentigend
grofses v durch jede noch so hohe Potenz von p teilbar sind; und da
diese Reihe fiir jedes v auch offenbar in der Form

§=5,+ (Sy+1 - Sy) + (Sy+2 - Sl/-‘rl) + ... (p)

geschrieben werden kann, so folgt in der Tat, daf fiir diese Zahl s

8 =8, = (Sy41 = 8) + (Spy2 — Sp1) + -+ <3 (p)

ist, sobald v grofser als ein geniigend grofes n gewéhlt wird.

§ 4. Die unendlichen Reihen mit p-adischen Gliedern und
das Kriterium fiir ihre Konvergenz.

Die soeben durchgefiihrten Betrachtungen wende ich jetzt an auf
die Untersuchung der unendlichen Reihen von p-adischen Zahlen und
auf die Ableitung des einen Kriteriums, welches hier die Frage nach
ihrer Konvergenz vollstdndig und in wunderbar einfacher Weise 16st.

Ich fiihre jetzt auch unendliche Reihen

(1) Ao+ Al +As+ ...
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in die Betrachtung ein, deren Glieder beliebige p-adische Zahlen sind,
und bezeichne die aus ihnen gebildeten endlichen Partialsummen:

S():AO
51 =Ao+ Ay

als den nullten, ersten, ... v* ... Nidherungswert

jener Reihe. Vorausgesetzt nun, daf die Reihe
S0, S1, S2, ...

dieser Naherungswerte gegen einen bestimmten Grenzwert konvergiert
so soll dieser die Summe der Reihe genannt, und diese als
eine konvergente p-adische Reihe bezeichnet werden.
Die Summe s einer konvergenten Reihe wird dann mit jeder
vorgegebenen Genauigkeit durch einen ihrer Néherungswerte s, von
geniigend hoher Ordnung dargestellt.

Nach dem im vorigen Paragraphen gefundenen Resultate
konvergiert nun die Reihe der N&herungswerte s, stets und nur dann
gegen einen bestimmten Grenzwert, wenn ihre Differenzen s,,; — s,
mit wachsendem Index unendlich klein werden, oder also gegen die
Grenze Null konvergieren; und da aus (2) offenbar allgemein

Sy+1 — Sy = AV+1

folgt, so ergibt sich das folgende ebenso einfache wie umfassende
Konvergenzgesetz fiir alle p-adischen Reihen:
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Eine p-adische Reihe Ay + A; + Ay + ... ist stets und nur
dann konvergent, wenn ihre Glieder mit wachsendem Index gegen
Null konvergieren. Die Gleichung
(3) lim A, =0
enthélt also die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Konvergenz einer beliebigen p-adischen Reihe.

Summiert man die Glieder einer konvergenten p-adischen Reihe
in einer beliebigen anderen Reihenfolge, bei welcher natiirlich jedes
Glied derselben wirklich einmal zur Summation gelangen muf, so
erhélt man stets dieselbe Summe s. Sind némlich fiir ein beliebig klein
gewéhltes 0 alle Glieder A, 1, Ania, ... kleiner als 9, so wird ja bei
jeder Summationsordnung die Reihe mit der Genauigkeit ¢ durch die
endliche Summe:

Sp=Ao+ A +---+ A,

dargestellt, da ja die Summe:
AV1+AV2+...+AVk

beliebiger und beliebig vieler Elemente, deren Indizes grofer sind
als n, fiir den Bereich von p stets kleiner als ¢ ist. Auch hierdurch
unterscheiden sich die p-adischen Reihen ganz wesentlich von den
unendlichen Reihen natiirlicher Zahlen, denn unter diesen gibt es
sowohl unbedingt konvergente Reihen, welche unabhingig
von der Summationsordnung stets dieselbe Summe haben, als auch
bedingt konvergente, welche bei geeigneter Ordnung der
Summation gegen jeden Grenzwert konvergieren kénnen. Es gilt also
hier der Satz:

Jede konvergente p-adische Reihe ist unbedingt konvergent.
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Speziell konvergiert eine sogen. Doppelreihe

Y30 Ak = Ao + Aro + Aot + Ao + Air + Aga + ...

=0 k=0

stets und nur dann, wenn ihre Glieder fiir den Bereich von p beliebig
klein werden, sobald auch nur einer der Indizes entsprechend wichst;
alsdann ist die Reihenfolge der Summationen gleichgiiltig, auch die
Doppelreihe konvergiert also unbedingt, falls sie iiberhaupt konvergiert.

§ 5. Die Potenzreihen im Bereich der p-adischen Zahlen.

Ich wende diese Betrachtungen auf die Untersuchung der
Potenzrethen mit p-adischen Koeffizienten an und bemerke gleich,
dafs die sich hier ergebenden Konvergenzkriterien mit denjenigen
genau iibereinstimmen, welche die Betrachtung der Potenzreihen mit
natiirlichen Zahlkoeffizienten liefert.

Es sei:
PB(r) = ao + a1z + az® + . ..

eine Potenzreihe mit beliebigen ganzen oder gebrochenen p-
adischen Koeffizienten a;. Ist dann ¢ eine p-adische Zahl, fiir
welche jedes Glied aié* jener Reihe unterhalb einer endlichen
Grenze g bleibt, so konvergiert die Reihe unbedingt fiir alle

<& (p)

Ist ndmlich fiir jedes k

(1) ar® < g (p),
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x
und ist z < &, also E ~ p? von positiver Ordnung, also < 1 (p), so wird

k k
apr’ = ac" (g) <y (g) ~ gp™

mit wachsendem Index k von beliebig hoher positiver Ordnung, d. h.
es ist in der Tat:

lim azz® = 0 (p).

Ich nenne auch hier, wie auf S. 145, die ganzen Funktionen 0"
1ten 2ten - Grades von z:

Po(z) =ap, Pi(x) =ao+amz, Po(r) =ao+ az+ a2x2, ..

den nullten, ersten, zweiten, ... Ndherungswert
der Potenzreihe P(zr). Hat dann wieder ¢ die oben in (1)
angegebene Bedeutung, so sei x eine bestimmte p-adische Zahl, welche
fiir den Bereich von p kleiner als £ ist, so dafs also:

§~p9<1 (p)

wird, wo p positiv ist. Wird dann fiir eine bestimmte Genauigkeit ¢
n so grof gewahlt, daf fiir alle v > n

gp"® <6 (p)
ist, so ist fiir alle hinter a,z" auftretenden Summanden:

a,x” = (a,&") - (g) < gp”® < (p),
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und dasselbe gilt fiir die Summen von beliebig vielen von diesen
Gliedern. Also wird der Wert B(x) der Potenzreihe fiir dieses x durch
ihren n**" Niherungswert

Bo(z) =ao+ a1z + -+ a,a”

mit der Genauigkeit § dargestellt, und das gleiche gilt fiir alle Zahlen
o Sz, da fiir sie:

a,ry = a,x” (@Y < a,x”
x
ist.

Eine Reihe B(z) heift innerhalb eines gewissen Bereiches von x
gleichmafiig konvergent, wenn sie fiir alle Werte, welche x
innerhalb dieses Bereiches annehmen kann, durch einen und denselben
Néherungswert 3, (x) dieser Reihe mit der gleichen Genauigkeit ¢
dargestellt wird. Wir kénnen also das soeben erlangte Resultat in dem
folgenden Satz aussprechen:

Konvergiert eine Potenzreihe fiir einen bestimmten Wert x
der Verdnderlichen, so konvergiert sie unbedingt und gleichméfig
fir alle o <z (p); konvergiert dagegen die Reihe fiir einen Wert
von x nicht, so konvergiert sie auch nicht fir alle 2’ 2 z (p);
denn sie miifste ja nach dem soeben bewiesenen Satze fiir x
konvergieren, wenn sie fiir 2’ konvergent wére.

Die entsprechenden Sitze gelten auch fiir Potenzreihen mit
mehreren Variablen und werden ganz ebenso bewiesen. Hieraus folgt
speziell, dafs eine Potenzreihe

PBlr,y) = 3 anz'y",
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in welcher fiir ein Wertsystem (&, 7) alle Glieder a;&n* kleiner sind
als eine endliche Grenze g, fir alle z < &, y < n (p) unbedingt
und gleichméfig konvergiert; ihre Glieder konnen somit in beliebiger
Anordnung summiert werden. Speziell ist also:

{B(x7y) = ('BO(-T) +‘»T31(33)y +§B2(l’)y2 =+ ...
=PBoly) + B1)z + Paly)a® + ...

wo allgemein:
PBr(z) = > aga’, ‘Ez(y) = aikyk
=0 k=0

ist.

Spricht man die bisher gefundenen Resultate unter Benutzung
der auf S. 140 gegebenen geometrischen Reprasentation der p-adischen
Zahlen aus, so erhélt man den Satz:

Konvergiert die Reihe (x) in einem Punkte z, so konvergiert
sie im Inneren und auf der Peripherie des Kreises mit dem
Mittelpunkte 0, welcher durch = geht. Konvergiert sie in einem
Punkte x nicht, so gilt das gleiche von allen Punkten auferhalb
und auf der Peripherie eines durch diesen Punkt gehenden Kreises
mit dem Mittelpunkte 0.

Hieraus folgt, dak fiir jede Potenzreihe (x), welche tiberhaupt
fiir von Null verschiedene Werte von = konvergiert, ein solcher Kreis K
um den Nullpunkt existiert, daf sie fiir alle innerhalb von K liegenden
Punkte konvergiert, fiir alle aufserhalb von K befindlichen Punkte
divergiert, wihrend sie fiir keinen einzigen auf der Kreisperipherie
liegenden Punkt konvergieren kann. Dieser eindeutig bestimmte Kreis
moge der Konvergenzkreis von B(z) genannt werden. Ist
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r = p? der absolute Betrag der Zahlen, welche den Peripheriepunkten
von K entsprechen, so konvergiert PB(z) fiir alle und nur die
Zahlen = < p? (p). Die Zahl r = p? heift der Radius des
Konvergenzkreises von B(z).

Man kann um den Nullpunkt einer Potenzreihe mit von Null
verschiedenem Konvergenzradius stets einen endlichen Bereich so
abgrenzen, daf sich in ihm eventuell mit Ausnahme der Stelle x = 0
keine weitere Nullstelle der Reihe befindet. Ist ndmlich etwa a,,x™
der erste Term mit einem von Null verschiedenen Koeffizienten, und
schreibt man die Reihe in der Form:

B(r) = anpa™ + U1 2™ T 4= amx™ (1 + p(z)),

wo die Potenzreihe:

Am+1 Am+2
o(x) = T+ L
Am Am

innerhalb desselben Bereiches gleichméafig konvergiert, wie die
urspriingliche Reihe, so kann man x = £ so klein wéhlen, dafs alle
Glieder von ¢(z), also auch ¢(x) selbst, kleiner als Eins, d. h. durch p

a .
teilbar sind. Liegen nédmlich fiir ein bestimmtes z, alle Glieder — - x{,
a

unterhalb einer endlichen Grenze g, und setzt man || = |zo|p?, S0 ist
fiir jedes Glied der Reihe ¢(¢&)

wihlt man also g positiv und so grofs, dafs gp? < 1 (p) wird, so gilt
dasselbe a fortiori fiir jedes der Glieder von ¢(£), mithin auch von
(&) selbst; es wird also auch fiir alle x < &

P(2) = amz™ (1 + @(x)) ~ amz™ >0 (p),
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und damit ist unsere Behauptung bewiesen.
Hieraus folgt der weitere Satz:

Eine Potenzreihe mit endlichem (d. h. von Null verschiedenem)
Konvergenzbereich ist innerhalb dieses Bereiches dann und nur
dann stets Null, wenn alle ihre Koeffizienten Null sind.

Ware némlich bei der vorher betrachteten Reihe wieder a,, der
erste von Null verschiedene Koeffizient, so kénnte man ja x < £ stets
so klein wihlen, dafs gegen unsere Voraussetzung:

B(z) ~ apx™ >0

ware. Hieraus folgt ohne weiteres:

Zwei Potenzreihen mit endlichem Konvergenzbereiche sind einander
dann und nur dann innerhalb dieses Bereiches gleich, wenn sie
identisch sind;

denn nur dann kann ja ihre Differenz innerhalb des gemeinsamen
Konvergenzbereiches Null sein.

§ 6. Der Korper der Potenzreihen mit endlichem
Konvergenzbereiche.

Sind
(1) Alx) =Y a;x®, B(z) =Y bpat

zwei Potenzreihen mit endlichem Konvergenzbereiche, so konvergieren
die aus ihnen gebildeten Potenzreihen

o) D) = X(as — b
P(z) =33 abpa’t
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in dem ihnen gemeinsamen Konvergenzbereiche ebenfalls unbedingt
und gleichmékig und sie stellen fiir jedes in diesem Bereiche liegende
z die Werte A(x) + B(z), A(x) — B(x), A(z)B(z) dar; endlich sind
jene Reihen durch diese drei Forderungen eindeutig bestimmt. In der
Tat, liegt = im Konvergenzbereiche von A(x) und B(x), so ist

lim (a;2") = 0, ]11_111 (bpz™) = 0,
und ferner ist fiir jedes Glied beider Reihen
ar' < g, bt <g,

wo g eine endliche Zahl bedeutet; also ist auch fiir jede der drei obigen
Reihen
lim(a; £6;) =0
lim(a;bpr™*) = lim(a;2%) (bra™) = 0,
i od. k=oco

da im letzten Falle einer der beiden Faktoren sicher unterhalb g bleibt,
wahrend der andere fiir einen geniigend grofsen Index beliebig klein
ist. Alle drei Reihen konvergieren also fiir dasselbe z unbedingt und
gleichméfig und koénnen in beliebiger Ordnung summiert werden.

Sind ferner A,(x) und B,(z) die n*" Néherungswerte von
A(z) und B(z), ferner S,(x), D,(x), P,(x) die entsprechenden
Néherungswerte der drei abgeleiteten Reihen (2), und beachtet man,
dak fiir ein geniigend grofes n jedes Glied a,x” bezw. b,x”, wo v > n,
durch jede noch so kleine Zahl § teilbar ist, so ergibt sich, dafs fiir
jedes noch so kleine ¢ und ein geniigend grofies n

S, = A, + B,
D, = A, — B, ; (mod. 9)
P,=A,B,
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ist, d. h. die Reihen S(z), D(z) und P(z) stellen in der Tat die Werte
A(z) + B(z) und A(z)B(z) mit jeder vorgegebenen Genauigkeit 0 dar.
Durch diese Forderung sind jene Reihen aber auch eindeutig bestimmt,
denn z. B. eine zweite Reihe S (z), welche ebenso wie S(x) fiir alle
Werte von x im gemeinsamen Konvergenzbereiche von A(x) und B(z)
gleich A(x)+ B(z) wire, miifite ja notwendig mit S(x) identisch sein.

Wir wollen die so gewonnenen Reihen also die Summe, die

Differenz und das Produkt von A(z) und B(z) nennen
und durch A(z) £+ B(x) bzw. A(x)B(z) bezeichnen.

Ahnlich kann man zeigen, daf im Bereiche der konvergenten
Potenzreihen zu jeder von Null verschiedenen Reihe A(z) eine eindeutig
bestimmte reziproke Reihe A (z) existiert, welche ebenfalls einen

1
endlichen Konvergenzbereich besitzt und dort gleich m ist.
x

Es sei:

A(x) = ama™(1 + a1z + apz® +...);

wir setzen A (x) in der Form

_ 1 _ _
A(z) = - xm(1+a1x+a2x2+...)

an. Dann sind die unbekannten Koeffizienten a; so zu bestimmen, daf:
(14+aw+ar® +.. )1 +ax+a?+...)=1+0z+02%+ ...

wird, und das ergibt fiir die unbekannten Koeffizienten a1, a, ...
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die Gleichungen:

&14-041:0

&2+51a1+a2:0
ai—l—&i,lal—l—ai,z%—}—-“—l—ai:O

aus denen sich, wie bereits auf S. 125 allgemein nachgewiesen wurde,
dieselben eindeutig bestimmen.
Ich zeige jetzt, dafl die so bestimmte Reihe

I+ o+ aa®+...

in einem endlichen Bereiche konvergiert und dort dem reziproken
Werte der Reihe

14+ a1z + oz + ...

gleich ist. Da diese letztere n. d. V. einen endlichen Konvergenzbereich
besitzt, fiir welchen lim(a;xz’) = 0 ist, so kann man erstens in diesem
Bereiche auch fiir x einen kleineren Bereich so abgrenzen, daf fiir alle
Werte von x in demselben und fiir jedes ¢ ;2 mindestens durch p’
teilbar ist.

In der Tat, ist fiir ein endliches z( allgemein:

azh < g (p),

wo g eine endliche Zahl bedeutet, und wahlt man dann & < xg, so dafs

x% ~p” (p)
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ist, wo v eine gleich zu bestimmende positive Zahl bedeutet, so ist ja:

i€ = (oyx)) (x%) < gp”",

und wie auch g gegeben sei, immer kann man v so grof wihlen, dafs
fir jedes 1 =1, 2, ... stets gp”* < p' (p) ist; dann ist wirklich fiir alle
S

oz,»xi < pi

w. z. b. w.

Ich behaupte nun zweitens, daf fiir alle diese Werte von x
auch jedes Glied a’z® mindestens durch p® teilbar ist, und da dann
sicher lim(a‘z’) = 0 ist, so ist damit bewiesen, daR die zweite Reihe
mindestens in diesem Bereiche x < ¢ (p) konvergent ist.

Um diesen Beweis zu fiihren, nehme ich an, es sei bereits gezeigt,
daff fiir alle Indizes k=1, 2, ... i —1 a,z* mindestens durch p*
teilbar ist. Multipliziert man dann die i* Gleichung (3) mit z¢,
schreibt sie in der Form:

(ax') - 14 (a2 ") (az) + (a2’ %) (anx®) + -+ + (z') = 0

und beachtet, dafs in ihr alle Produkte mit Ausnahme des ersten
n.d. V. durch p’ teilbar sind, so folgt, daf fiir x> das gleiche
gelten muf. Da nun nach der ersten Gleichung in (3) a1r = —ux
mindestens p! enthilt, so ist die Behauptung vollstindig bewiesen.

Da somit die beiden Reihen Y ayz® und Y a2 einen endlichen
Konvergenzbereich haben, und da ihr Produkt in diesem gleich Eins
ist, so ist nach dem oben fiir das Produkt bewiesenen Satze in diesem
Bereiche die zweite Reihe dem reziproken Wert der ersten gleich und
sie ist durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt.
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Hieraus folgt, dafs der Bereich aller konvergenten Potenzreihen
einen Korper bildet, da in ihm die vier elementaren Rechenoperationen
so definiert sind, daf sie unbeschrinkt und eindeutig ausfithrbar sind;
denn ist A(x) nicht identisch Null, so besitzt ja jede Gleichung

A-X=B8B

die eindeutig bestimmte Losung

B
X=B-A'=—.
A

Ich kniipfe hier die fiir das folgende wichtige Bemerkung an,
daf im Korper der konvergenten Potenzreihen auch die sogen.
Differentiation unbeschriankt und eindeutig ausfiihrbar ist.

Ist ndmlich

A(x) = ap + a1z + apz® + . ..

eine beliebige Reihe, so bezeichnet man als abgeleitete Reihe
oder als Ableitung A'(z) von A(x) die Potenzreihe:

A'(z) = ay + 2a07 + 3azx® + . . ..
Ist nun fiir ein bestimmtes = A(x) konvergent, also
lim (a;2") = 0,

so gilt fiir das gleiche x dasselbe von A’(x), denn es ist ja:

) 1 .
lim (iaz" ') = = lim(a;2") = 0,
1=00 €T 1=00
da jede ganze Zahl ¢ < 1 ist. Dasselbe gilt natiirlich auch von der
Ableitung von A’(z)

A'(x) =1-2a9+2 - 3agz + ...,
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welche die zweite Ableitung von A(x) heift, und tiber-
haupt von allen Ableitungen A"”(z), A™(x), ... beliebig hoher
Ordnung von A(x).

§ 7. Die unendlichen Produkte.

In ganz gleicher Weise wie die unendlichen Summen konnen, wie
hier nur kurz erwahnt werden mag, auch die unendlichen Produkte

(1) P = ByB\B,...

p-adischer Zahlen arithmetisch untersucht werden, vorausgesetzt, dafs
ein solches Produkt konvergiert, d. h. sich mit wachsender Anzahl der
Faktoren einer eindeutig bestimmten p-adischen Zahl annéhert, so
dafs diese durch das Produkt von einer Anzahl unter diesen Faktoren,
deren Indizes unter einer geniigend grof gewiahlten Grenze liegen, mit
jeder vorgegebenen Genauigkeit dargestellt wird. Wir schliefsen hierbei
den trivialen Fall aus, dafs einer (oder mehrere) unter diesen Faktoren
gleich Null ist.

Ein solches Produkt konvergiert stets und nur dann gegen einen
bestimmten Grenzwert, wenn man nach Annahme einer beliebig hohen
Potenz p* von p als Modul eine Grenze n so angeben kann, daf das
Produkt

B, B,,...B,

beliebig vieler Faktoren von P, deren Indizes 1; grofer als n
sind, modulo p* kongruent Eins ist, wenn sich also das Produkt
beliebig vieler geniigend weit entfernter Glieder beliebig wenig von
Eins unterscheidet; dann konvergiert ndmlich P gegen die eindeutig
bestimmte p-adische Zahl P, deren k*" Naherungswert

P%) = B/ By...B,
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ist, d. h. gegen die Zahl
(2) P =PO (P - pO)y 1 (PO PUYy 4 . (p).

Hierzu ist zundchst notwendig, dak jeder einzelne Faktor B,,
dessen Index grofer als n ist, fiir sich modulo p* kongruent Eins ist.
Setzt man also allgemein:

B,=1+A4,

so muf fiir ein geniigend grofes v A, durch jede noch so hohe Potenz
von p teilbar, oder also

limA, =0 (p)

sein. Diese notwendige Bedingung ist aber auch hinreichend; denn ist
sie erfiillt, so ist ja offenbar auch jedes Produkt

B,B,,...B, =1+4+A4,)1+4+A4,)...(1+A4,)
=14+A,++A, +A,A,+...

von beliebig vielen solchen Faktoren ebenfalls modulo p* kongruent
Eins, weil jedes der Produkte A, A,,... durch p* teilbar ist. Wir
erhalten also folgendes einfache Resultat:

Ein unendliches Produkt

stellt stets und nur dann eine eindeutig bestimmte p-adische Zahl
mit jeder vorgegebenen Genauigkeit dar, wenn

lizré A, =0 (p)

ist.
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Die Elemente der Analysis und Algebra im
Gebiete der p-adischen Zahlen.

§ 1. Die veridnderlichen Groéfien. Die Funktionen, Stetigkeit
und Differenzierbarkeit. Die p-adischen Potenzreihen sind in
ihrem Konvergenzbereiche stetige und differenzierbare
Funktionen ihres Argumentes.

Ich wende mich nun zu der Frage, in welcher Weise der Wert einer
Potenzreihe A(z) von ihrem Argumentwerte abhéngt und iibertrage
dazu den aus der elementaren Analysis bekannten Begriff der stetigen
und differenzierbaren Funktion auf die hier betrachteten Bereiche der
p-adischen Zahlen.

Eine Grofse = heifft innerhalb eines gewissen Bereiches B p-
adischer Zahlen unbeschrankt verdnderlich oder va-
riabel, wenn sie jeden Zahlwert in demselben annehmen kann. Ist
xo eine Zahl jenes Bereiches, so konstituieren alle diejenigen Zahlen x
desselben, fiir welche die Differenz  — xy unterhalb einer geniigend
klein gewdhlten Grenze ¢ liegt, einen Teilbereich von B, welcher die
Umgebung von zy genannt wird. Eine variable Grofse x kann
in einem Bereiche unendlich kleine Werte annehmen, wenn
der Bereich Zahlen enthélt, welche kleiner als jede noch so kleine von
Null verschiedene Gréfe ¢ sind.

Eine Grofe y heifit eine Funktion der unabhédngigen
Verdnderlichen  innerhalb eines gewissen Be-
reiches B, wenn ein Verfahren existiert, mit dessen Hilfe man
y mit jeder vorgegebenen Genauigkeit berechnen kann, sobald z in
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jenem Bereiche beliebig gegeben wird. So ist z. B.

k—1

y=f(z) = apx® + ap_12" 1+ o+ ag (p)

eine ganze rationale Funktion von z, wenn die Koeffizienten a; beliebige
p-adische Zahlen sind. Allgemein ist auch

y = A(x) = ap + a1r + a2’ + ... (p),

falls A(z) eine beliebige konvergente Potenzreihe ist, in dem
Konvergenzbereiche derselben eine Funktion von z.

Eine Funktion y = f(x) heift an einer Stelle x = £ ihres Bereiches
stetig, wenn der Grenzwert der Differenz:

f(€ +h) = §(6)

unendlich klein wird, falls h irgendwie gegen Null konvergiert. Eine
solche Funktion heifst an der Stelle ¢ differenzierbar, wenn

L HE+R) — §E)
h

h=0

=€)

gegen einen von den Werten und der Art des Abnehmens von h
unabhéngigen, also allein von ¢ abhéngigen Grenzwert konvergiert,
derdie Ableitung oder der Differentialquotient von
f(r) nach x an der Stelle ¢ genannt wird.

Eine Potenzreihe A(x) = Y a;z' ist fiir alle Werte von x
innerhalb ihres Konvergenzbereiches stetig und differenzierbar,
und ihre Ableitung ist fiir jede Stelle gleich der abgeleiteten Reihe
Al(x) = dax L.
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Es sei nadmlich r der Konvergenzradius jener Reihe und & < r
irgendeine Zahl innerhalb des Konvergenzbereiches. Ist dann h < r ein
anderer Argumentwert desselben Bereiches, so gehort auch £ +h < r
diesem Bereiche an, und der zugehérige Funktionswert von A(z) ist
gleich:

A +h) =ag+ar(E+h) +ax(E+R)?+ ...
:a0+a1£+a1h+a2§2+2a2§h+a2h2+....

Fiir die gewahlten Werte £ und h konvergiert aber auch die zweite
Darstellung dieser Reihe unbedingt und gleichméfig; wihlt man
néamlich, was stets moglich ist, ¢ innerhalb des Konvergenzbereiches
von A(z) so aus, daf

ESo<r, hSo<r (p),

wird, so ist ja fiir ihr allgemeines Glied a; <;€) Erpi-k

i 11— 71— 7
a; (k>€kh F<ard" o = aid (p),

weil jeder Binomialkoeffizient (; eine ganze Zahl, also hochstens

aquivalent Eins ist. Also néhert sich jedes Glied dieser Reihe dem
Grenzwerte Null, wenn %k oder ¢ — k unendlich grof wird.
Ordnet man also diese Reihe, was ja nun erlaubt ist, nach

Potenzen von h und berticksichtigt, daf dann die Koeffizienten der
1

einzelnen Potenzen von h offenbar bis auf Faktoren T

die sukzessiven abgeleiteten Reihen von A(¢) werden, 50 .folgt,
dak auch fiir den Bereich einer beliebigen Primzahl p und fiir
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alle Inkremente h des Konvergenzbereiches von A(x) die sog.
Taylorsche Entwicklung gilt:

A"(E)

2
Th +..

A(§+h) = A(§) + A(Oh +

Wahlt man jetzt, was ja bei jeder konvergenten Potenzreihe stets
moglich ist, h unendlich klein, so folgt aus der letzten Gleichung, dafs

in der Tat A+ h) — A(6)
=N a9,

d. h. dafs A(z) an jeder Stelle ¢ ihres Konvergenzbereiches stetig und
differenzierbar und dafs ihr Differentialquotient dort gleich A’(€) ist.

lim
h=0

§ 2. Die Exponentialfunktion im Bereiche der p-adischen
Zahlen.

Ich untersuche jetzt, ob es eine Funktion
(1) E(z) =ey+e1x+ex® +... (p)

von z gibt, welche in einer endlichen Umgebung der Stelle x = 0 als
konvergente Potenzreihe darstellbar ist, welche in ihrem Bereiche der
Funktionalgleichung;:

(2) E(x+y) = E(z)E(y)

geniigt.

Wir schliefen die beiden trivialen konstanten Losungen E(z) =0
und E(x) =1 dieser Aufgabe aus. Dann folgt aus der Gleichung (2)
firy=20

E(z) = E(x +0) = E(x) - E(0) = ¢ - E(x);
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es muls also ey = 1 sein.
Ferner ergibt sich aus (2) fir die Ableitung der Reihe

Ex)=1+ex+ex® +...
die Gleichung;:
E(x) - E(h) — E(x)

/ o . o .
(3) E'(z) = %13& h = lim .
Eh)—1
= E(x) lim% = E(x) ~£i£%(61 + hey + h*es +...)

Es mufs also e; # 0 sein, da andernfalls aus der Gleichung
E'(1) = e, +2epx + 3e3® +--- =0

ep =€y =---=0, also E(x) = 1 sich ergeben wiirde.

Ist endlich E(z) =1+ ez + ... eine Potenzreihe, welche der
Forderung (2) gentigt und fiir alle x < p konvergiert, und bedeutet ¢
eine beliebige Konstante, so ist auch

E(z) = E(cx) =1+ ceyx + cegr® + ...

eine Losung unserer Aufgabe, denn es ist ja

E(2)E (y) = E(cx)E(cy) = E(c(z +y)) = E (z +y),

und die neue Reihe konvergiert fiir alle cx < p oder z < Q, besitzt
c

also ebenfalls einen endlichen Konvergenzbereich.
Besitzt also die Gleichung (2) iiberhaupt eine Losung:

(4) E@z)=14ex+...,
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so hat sie auch eine Losung;:

(4%) E(x):E(ﬁ):1+x+e—§x2—l—...,
€1 €1
in welcher e; = 1 ist, und umgekehrt ergibt sich aus jeder Losung (4%)
eine einzige Losung (4), in welcher e; einen beliebig gegebenen von
Null verschiedenen Wert hat. Wir konnen und wollen daher von
vornherein die Losung in der Form

E(x)=1+2+ex® +esz® + ...

voraussetzen.
Da fiir sie nach (3) E'(z) = E(z) sein muf, so folgt weiter fiir
alle Ableitungen:

E(x)=FE(z)=E"(x)=...,

und durch diese Bedingungen ist die gesuchte Reihe -eindeutig
bestimmt. In der Tat erhélt man aus ihnen fir z = 0

E(0)=E(0)=E"(0)=-- =1

Y

und aus dem Taylorschen Satze ergibt sich also fiir E(z) die folgende
Reihe:

1 E”(O) 2
E(x)=E(0+x) = E0)+ E'(0)x + TR
(5) r 2?8 |
4SS
120 3!

Die so bestimmte Reihe (5) geniigt, falls sie in einem endlichen
Bereiche konvergiert, in diesem wirklich der Funktionalgleichung (2).
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Einmal ist nédmlich, wie man sich durch gliedweise Differentiation
iiberzeugt, E(x) = E'(z) = E"(z) = .... Sind ferner x und y zwei
Zahlen, welche im Konvergenzbereiche unserer Reihe liegen, so ist
nach dem Taylorschen Satze wirklich:

- E(z +y) :E(:z:)—i—E’(m)%—i—E”(x)g—?—i—...
5% 9 !
— B(z) (1+%+% +) — E(x)E(y).

Nach der oben gemachten Bemerkung gehen alle und nur die
Losungen der Gleichung (2) aus der soeben gefundenen durch die
Verwandlung von z in cx hervor, wo c eine beliebige Konstante ist. Die
allgemeinste Potenzreihe, welche der Funktionalgleichung (2) geniigt,
ist also diese:

— CT 02[)32 CSZL’3

5P E=F =1l4+—+—+—+...
(5°) (cx) + ] + 51 + 3 +
und sie ist fiir jedes ¢ eindeutig durch die weitere Bedingung bestimmt,

dak E'(z) = cE (z), oder durch die einfachere, daf
(5°) E'(0)=c

sein soll. Im folgenden wollen wir immer die Reihe F(z) betrachten,
welche durch (5) gegeben ist.

Es ist also jetzt nur noch zu untersuchen, welches der
Konvergenzbereich der Reihe (5) ist, fiir welche Werte von z also

xm

lim — =0
m=co M/

wird. Da m! fiir jedes m von nicht negativer Ordnung ist, so siecht man
zunéchst, dafs die Reihe E(x) sicher divergiert, wenn x von nullter
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oder negativer Ordnung ist. Hat dagegen = = pzy die Ordnung 1 oder
eine hohere, so besitzt das allgemeine Glied

m m

I
—mlx0

x
m!
nach S. 137 unten mindestens die Ordnungszahl:
(6) m_m—sm:m(p—Q)—i-sm’
p—1 p—1
und diese Zahl wichst mit m ins Unendliche, falls p > 2 ist, also

irgendeine ungerade Primzahl bedeutet; denn sie ist dann grofer als
m

Ll' Ist dagegen p = 2, so ist die Ordnungszahl von p_' gleich s,,,
— m!

also gleich der Ziffersumme der dyadischen Darstellung von m, und
diese Zahl wird sicher nicht mit m unendlich, da ja z. B. alle Potenzen

2, 22, ... von 2 sogar die kleinste mogliche Ziffersumme Eins haben.
Ist dagegen in diesem Falle x = 2%, wo xy ganz ist, so ist die
m 2m
Ordnungszahl von — = ——ux" gleich oder grofer als:
m! m)!
(6%) 2m — pim, = 2m — (M — Sp,) = M ~+ Sy,

d. h. die Potenzreihe E(x) konvergiert fiir alle diese Werte.
Wir erhalten also in jedem Falle das folgende einfache und
interessante Resultat:
Die Reihe:
r x?

E(SE):1+I+§+§+... (p)

stellt fiir ein ungerades p stets und nur dann eine p-adische Zahl
dar, wenn z ein Vielfaches von p ist. Ist dagegen p = 2, so mufs =
ein Multiplum von 4 sein.
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Aus der Fundamentaleigenschaft (2) der Potenzreihe E(x) ergeben
sich, falls z und y beide dem Konvergenzbereiche derselben angehoérende
Zahlen sind, die Gleichungen:

E(z)E(y) = E(z +y)

E(@)E(=z) = E(0) =1, also E(—z) = E(lx),
also
) S = EW)E(-a) = E(y - o),

und fiir ein beliebiges ganzzahliges m
(7%) E(z)™ = E(mx).

Durch die Gleichung y = F(z) wird die Variable y innerhalb des
Konvergenzbereiches von F(x) als eindeutige Funktion von = definiert,
da zu jeder Zahl z eine einzige Zahl y gehort. Aber es gilt auch der
umgekehrte Satz, dafs zu einem gegebenen y, wenn iiberhaupt, nur
eine einzige Zahl z im Konvergenzbereiche unserer Reihe existiert,
welche die Gleichung E(x) = y befriedigt. Gédbe es ndmlich fiir ein
bestimmtes y zwei verschiedene Werte x und 2/, fiir welche
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sein, es miifte also eine von Null verschiedene Zahl ¢ = 2/ — z im
Konvergenzbereiche von E(x) existieren, fiir welche
62
(8) E(f):1+§+2—+---:1
ware. Dies ist aber unmoglich. In der Tat folgte ja aus dieser Gleichung
durch Subtraktion von 1 auf beiden Seiten und Division mit &:
£ 52 é&m—l

(8% TR TR e

£ =0 (o).

Diese Gleichung kann aber nicht bestehen, sobald ¢ im Konvergenz-
bereiche der Reihe irgendwie als eine von Null verschiedene Zahl
angenommen wird. Ist ndmlich & = p*¢, von der k%" Ordnung, wo k

fiir ein ungerades p mindestens gleich 1, fiir p = 2 aber mindestens
m—1

gleich 2 sein muf, so ist ja von der Ordnung:

m!
m— S,

9) (m—1)k — 1

Da nun diese Zahl in den beiden unterschiedenen Féllen in einer der
Formen geschrieben werden kann:

(m—=1)(p—=3)+(m—2)+sn
p—1

(9%) (m—1)(k—1)+
bzw.:
(9°) (m—1)(k—2)4+ (m —2) + s,

so erkennt man, dafs diese Ordnungszahl fiir jedes m = 2, 3, ...
mindestens gleich Eins ist, da im ersten Falle m — 2, £ — 1, p — 3, im
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zweiten m — 2, k — 2 nicht negativ sind, in beiden Féllen aber s,
sicher positiv ist. Hiernach sind also alle Glieder der Reihe (8*) mit
Ausnahme der ersten, also auch die Summe derselben kleiner als Eins;
die Gleichung (8%) ist also unmoglich.

Legt man in der Potenzreihe E(z) der Variablen z irgendeinen
p-adischen Wert bei, welcher dem Konvergenzbereiche derselben
angehort, d. h. durch p bzw. fiir p = 2 durch 4 teilbar ist, so wird

r oz
y:E(m):1+x<1+—+—+...> =1+z

21 3!
eine Haupteinheit fiir die ungerade Primzahl p bzw. fiir p = 2 eine
Haupteinheit Modulo 4. Da némlich die rechts in der Klammer
stehende Reihe nach dem soeben gefiihrten Beweise dquivalent Eins
ist, so ist in dieser Gleichung stets z ~ x (p). Wir kénnen also den
folgenden Satz aussprechen:

Durch die Funktion F(z) werden innerhalb ihres Konver-
genzbereiches lauter Haupteinheiten modulo p dargestellt, wenn
p ungerade, und lauter Haupteinheiten modulo 4, wenn p = 2 ist;
in beiden Fillen besteht die Gleichung:

(10) y=FEx)=1+z,

und zwischen den zusammengehorigen p-adischen Zahlen z und x
besteht immer die Kongruenz:

(11)

=1 (mod. p),

SN

beide besitzen also stets dieselbe Ordnungszahl und denselben
Anfangskoeffizienten.
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Ersetzt man in der Reihe E(x) die Variable z durch eine in
einem Bereiche & < & konvergente Potenzreihe (&), deren einzelne
Glieder in diesem Bereiche sémtlich mindestens durch p (bzw. fiir
p = 2 mindestens durch 2?) teilbar sind, so wird:

0l8) , Pl6)
E(p(&)) =1+ 2% T +T+"'
in demselben Bereiche eine unbedingt konvergente Potenzreihe von &,
welche also nach Potenzen von £ geordnet werden kann.
Setzt man namlich zunéchst p als ungerade Primzahl voraus, so

kann man (&) fir alle £ < & in der Form schreiben:

©(§) = pp ()

wo jetzt B B ~ B
@(5) :CL0+CL1£+6L2€2+...

eine Potenzreihe mit lauter modulo p ganzzahligen Gliedern a ;&' ist.
In der Doppelreihe:

P

2

E(p(¢) =1+ 2 !&@F+“.

PO+

sind nun erstens fiir ein geniigend grofses n in allen auf p—‘ﬁ(f)”

folgenden Potenzreihen alle Glieder durch eine beliebig hohe Potenz p*

von p teilbar, weil lim p_‘ = 0 ist, wihrend alle Glieder von ¢ (£)
v=oo !

modulo p ganz sind. Zweitens sind aber in der nach Weglassung aller
dieser Reihen iibrig bleibenden abbrechenden Doppelreihe:

3@@+£&@-+~+&&@"

1+1!
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fiir ein gentigend grokes v alle auf das Glied a,& von ¢ (&) folgenden
Glieder wegen der Konvergenz von ¢ (£) ebenfalls durch p° teilbar,
d. h. es ist

p(§) =ao+ai&+ - +a,g (mod p°),
und hieraus erhélt man die weiteren Kongruenzen:
(&) =(ao+ail+ - +a,6) (mod p*) (i=12,...n).

Hieraus folgt, dak die Reihe FE(p(&)) fiir alle Werte £ < & in
der Tat unbedingt konvergent ist, daft also ihre Glieder in beliebiger
Reihenfolge summiert werden konnen. Genau ebenso wird derselbe
Satz flir den Fall p = 2 bewiesen unter der Voraussetzung, daf hier
alle Glieder der Potenzreihe p(€) fiir alle ¢ < & mindestens durch 22
teilbar sind.

Hieraus folgt endlich, daf unter der soeben gemachten
Voraussetzung die Potenzreihe n = E(p(§)) fir den ganzen Bereich
& < & eine differenzierbare Funktion von &, und dafs

dn dE

dE T dE E(0(£))¢'(€)

ist. Ist nédmlich in den beiden Gleichungen

d¢ ein unendlich kleines Inkrement von &, und sind dxr und dn
diejenigen Inkremente von x und von 7, die diesem d¢ entsprechen, so
ist ja:

d_n_dn dr dE dx

(12) G dr dE dr dE E(p(£))#'(€),
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und damit ist die obige Behauptung bewiesen.

Im Anschlufs an die gebrduchliche Bezeichnung der elementaren
Funktionentheorie will ich allein fiir die Werte von x, welche im
Konvergenzbereiche von E(x) liegen, diese Reihe durch e” bezeichnen
und die allein fiir alle z <1 (p) bzw. fir p =2 fir alle x < 2 (2)
definierte Funktion:

14" x?

y=-¢e" = +ﬂ+§+”' (p)
die Exponentialfunktion fiir den Bereich von p
nennen.

§ 3. Der Logarithmus im Bereiche der p-adischen Zahlen.

Auf der Grundlage der bisher gewonnenen Resultate wollen wir
nun die durch die Gleichung

(1) y=e"

definierte Funktion genauer untersuchen und den Nachweis fiihren,
dafs ebenso, wie y in einem bestimmten Bereiche von z als konvergente
Potenzreihe darstellbar ist, auch x als Potenzreihe von y eindeutig
dargestellt werden kann. Ist ndmlich z < p fiir ein ungerades p, bzw.
x < 2% fiir p=2, so ist
r 2P
y:1+ﬁ—l—§+---:1+z

wo z ~ x (p) ist. Zwischen den beiden Variablen x und z besteht also
die Gleichung;:

(2) Z:—‘—F——f—...
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Wir fragen jetzt: Gibt es eine Potenzreihe von z, welche wir durch
(3) L(z) =byp+brz+...

bezeichnen wollen, fiir welche x = £(z), fiir die also
(4) e =y =142

ist?

Ich setze voraus, daf die gesuchte Reihe (3) in einem endlichen
Bereiche konvergiert, und dafs in demselben ihre sémtlichen Glieder
b;z* mindestens durch p bzw. durch 22 teilbar sind. Nach dem auf
S. 170 ff. bewiesenen Satze ist dann

2
in demselben Bereiche unbedingt konvergent und kann in eine
Potenzreihe, welche nach Potenzen von z fortschreitet, umgeordnet
werden. Es frigt sich, wie die Koeffizienten b; von £(z) zu bestimmen
sind, damit die unendliche Reihe (4*) gleich 1 + 2z wird.

In der Reihe (3) muf zunéchst by = 0 sein, da nach dem soeben
auf S. 168 bewiesenen Satze fir z =0, also y = 1, z = £(0) = 0 sein
mufs.

Angenommen nun, es gébe eine solche Potenzreihe (3) mit endlichem
Konvergenzbereiche. Differenzieren wir dann die Gleichung (4) nach z
unter Benutzung der Gleichung (12) auf S. 172 und beachten dabei,

xT

dafs di =e” =1+ z ist, so folgt:
dx

(40) SIL () = (1+2)€(z) = L
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Die Reihe £'(z) muf also die Gleichung:

(14 2)€(2) = (14 2)(by + 2byz + 3b3z* +...)
= b1 + (bl + 2b2)2 + (2b2 + 3[)3)22 + o= 1

erfiillen, und aus ihr ergeben sich durch Koeffizientenvergleichung fiir
die b; die Werte:

by=1, by=—3, bs=+43, bi=—3
Gibt es also iiberhaupt eine Potenzreihe, welche die Gleichung (4)
erfiillt, so ist es die folgende:

22 22 2

(5) 2(2):Z—E+§—Z+....
Zunachst erkennt man, dafs diese Reihe wirklich einen endlichen
Konvergenzbereich besitzt, daf sie namlich fiir alle z < p konvergiert,

dagegen fiir z = 1 divergiert. Ist ndmlich z von der nullten oder von

z
negativer Ordnung, so gilt dasselbe von 2™, also a fortiori von —. Ist

m
dagegen z = pzy von der ersten oder hoherer Ordnung, so ist sicher

In der Tat ist die Ordnungszahl von P hach (2) auf S. 137 gleich:
m

m_sm_1—3m+17m(p—1)—1—sm_1 Sm
(6) p—1 p—1 p—1
S (m—1) = 8,1 N Sm N Sm
= p—l p_l—,um—l p_la
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d. h. groker als die Ordnungszahl g, von (m — 1)!, welche ja
mit wachsendem m unendlich grofs wird. Aus derselben Ungleichung
folgt weiter, dafs fiir z = pzy jedes einzelne Glied mindestens die
Ordnungszahl 1 besitzt, da die Ordnungszahl (6) grofer ist als die

Sm . . ce . .
Zahl pi,—1 + —n welcher s,, sicher positiv ist. Ist speziell p = 2
p J—

m 2m

und z = 2%z, so besitzt — = — 27" mindestens die Ordnungszahl
m m

) 2m — Spmo1t+Sm—1=(m—1) — sp1+m+ s,

= Hm-1 +m+5m7

und diese ist stets mindestens gleich 2, da m und s,, beide = 1 sind.
Ersetzt man also in e* x durch

2 2’3

z oz
L)=——+—=—
B)=1-37"3

und nimmt fiir ein ungerades p z < 1 (p), fiir p = 2 aber z < 2! (2)

an, so konvergiert die Potenzreihe £(z) unbedingt, und jedes von ihren

Gliedern ist mindestens durch p bzw. mindestens durch 22 teilbar.

Nach dem auf S. 170 f. bewiesenen Satze konvergiert also die Reihe:
L(z) | £(2)?

£(z) _
(8) e~V =1+ =T + o1

o= ()

unbedingt und kann daher nach Potenzen von z geordnet werden.
Man sieht nun leicht, daf in der so geordneten Reihe

x(2) =142+ 2%+ ...,

in welcher, wie man sich aus der Entwicklung direkt iiberzeugt,
co = ¢ = 1 ist, alle weiteren Koeffizienten Null sein miissen.
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Differenziert man némlich die obige Gleichung (8) nach z, so erhélt
man nach (12) auf S. 172

=0 2(2) =X (2)

1
oder, da e*(*) = x(2) und nach (4®) £'(2) = .

Gleichung iiber in:

ist, so geht diese
z

X(2) =X'(2)(1 +2),
d. h.
T+z+cz®+-=(14+2c2+3c322 + ... )(1 + 2),

und hieraus folgt durch Ausfithrung der Multiplikation und
Koeffizientenvergleichung:

2C2+1:1, 303+202:CQ,...,

d. h.
Ga=cg=c=--=0;

unsere Behauptung ist somit in ihrem vollen Umfange bewiesen.
Die soeben durchgefiihrten Betrachtungen zeigen, daf, falls p
ungerade ist, fiir jedes & < 1
2
C=1+ 1C| +i+...:1+€1p+62p2+...
=legieg---=e=1+n

ist, wo € = 1 4+ 7 eine Haupteinheit modulo p, d. h. eine solche Einheit
ist, welche kongruent 1 modulo p ist, und dak umgekehrt, wenn
€ = 1 4+ n eine beliebige Haupteinheit modulo p ist, zu ihr eine wegen
S. 167 unten eindeutig bestimmte durch p teilbare Zahl

2 3
_non
C—l 2+3
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gehort, fiir welche e¢ = ¢ ist. Dasselbe ist fiir die gerade Primzahl 2
der Fall; nur muf dann ¢ mindestens durch 4 teilbar sein, und die
Gleichung e¢ = ¢ liefert dann auch

e=10¢e---=1+n

als eine Haupteinheit modulo 4, fiir welche also 7 ebenfalls mindestens
durch 4 teilbar ist.

Wir wollen in Ubereinstimmung mit der entsprechenden
Bezeichnung der elementaren Analysis die durch die Gleichung

e =¢

bestimmte p-adische Zahl ( den Logarithmus von e fiir
den Bereich von p nennen und sie durch lge bezeichnen.
Umgekehrt soll, wenn eine Bezeichnung erwiinscht sein sollte, ¢ der
Numerus von (¢ heien. Dann laft sich das Resultat der soeben
durchgefiihrten Betrachtung in dem folgenden Fundamentalsatze
aussprechen, in dem p eine ungerade Primzahl bezeichnet:

Jede Haupteinheit modulo p bzw. modulo 4 besitzt stets
einen einzigen durch p bzw. 4 teilbaren Logarithmus, und
umgekehrt gehort zu jeder durch p bzw. 4 teilbaren Zahl eine
eindeutig bestimmte Haupteinheit modulo p bzw. modulo 4, deren
Logarithmus sie ist.

Sind

e“=¢ und e =¢
zwei beliebige Haupteinheiten fiir p bzw. 4, so folgen aus den
Gleichungen:

et =g, ¢ = ™ = g™

IS
g)
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die Beziehungen:

lg(ee') =lge+ g€, lgi/ =lge—lge', lg(e™)=mlge.
5

Um zu zeigen, wie einfach sich fiir den Bereich einer nicht
zu grofen Primzahl die Logarithmen der Haupteinheiten berechnen
lassen, will ich die Bestimmung von einigen Logarithmen fiir den
Bereich von 3 auf 7 Stellen genau durchfiihren. Hierzu gebe ich
zunéchst die triadischen Werte der in der Reihe

v A
74-————1-... (3)

x
lg(l—i—a:):I— T "1

auftretenden Koeffizienten auf sieben Stellen, soweit sie fiir den
vorliegenden Zweck gebraucht werden:

1= 1,0000000...
—5= 11111111...
+1=10,0000000...
—1= 20202020... (3)
+1i= 20121012...
—¢=111111111...
+1= 1,1021201...

Die Berechnung dieser Koeffizienten gestaltet sich sehr einfach mit
Hilfe der Formeln:

1
5= g L343 :

1
e S RIS B S RS )



+

(S

T1-2-3°

1
=1

TS 1123

=
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—(1+2-3+4+2%-3°4+...)=—(1,24816...)

—2.342%2.32_ |

So ergeben sich ohne Schwierigkeit fiir die Logarithmen der

Haupteinheiten modulo 3 die folgenden Werte:

lg(—20) =0,2011002...
lg(—17) =0,0120002. ..
lg(—14) =0,1000221...
lg(—11) =0,2122211...
lg(—8) =0,0220011...
lg(—5) =0,1120101...
lg(—2) =0,2200110...
lg(1)  =0,0000000...
lg(4) =0,1210220...
lg(7)  =02022021...
lg(10) =0,0101211...
lg(13) =0,1020110...
lg(16) =02101121...
lg(19) =0,0201120...
lg(22) =0,1121002...
lg(25) =02211202...
lg(28) =0,0010012....

Hierzu bemerke ich noch, dafs natiirlich nur die Logarithmen
derjenigen Haupteinheiten wirklich berechnet zu werden brauchen,
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welche positive oder negative Primzahlen sind; denn die Logarithmen
aller zusammengesetzten Zahlen ergeben sich ja aus diesen durch
Addition.

§ 4. Die algebraischen Gleichungen in einem Korper,
speziell im Korper der p-adischen Zahlen.

Ich wende mich jetzt zu der Frage, wann eine Gleichung im Kérper
der p-adischen Zahlen eine Wurzel hat. Da die hier zu beweisenden
Sétze fiir jeden beliebigen Zahlkorper gelten, und da wir diese spéter
auch fiir andere Korper brauchen werden, so leite ich sie gleich fiir
beliebige Korper ab.

Es sei also K ein beliebiger Zahlkorper und

(1) F(ZL‘) = AQJ,'n + All‘n_l + 4 An_ll' + An =0

eine Gleichung, deren Koeffizienten A; Elemente aus K sind. Es ist
keineswegs notwendig, dafs eine solche Gleichung immer eine Zahl &
aus K als Wurzel besitzt, daft also immer in K eine Zahl ¢ existiert,
fiir welche F'(§) = 0 ist; es kann vielmehr sehr wohl sein, dat K nicht
ausgedehnt genug ist, um Wurzeln jener Gleichungen zu enthalten. So
besitzt z. B. die Gleichung;:

v —2=0 (5)

im Gebiete der pentadischen Zahlen keine Wurzel, weil das Anfangsglied
einer solchen Wurzel

§:a0+a15+a252—1—... (5)
ja sicher der Kongruenz:

ag —2 =0 (mod. 5)
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geniigen miifste, was fiir keine der Zahlen ag = 0, 1, 2, 3, 4 der Fall
ist; ebensowenig ist z. B. die Gleichung

22 —3=0(7)
im Korper der heptadischen Zahlen l6sbar. Dagegen hat die Gleichung
7 —2=0 (5)

die eine Wurzel € = /2 =3,0223... (5), aber keine weitere, wie eine
einfache Betrachtung lehrt; die Gleichung

2>+ 1=0 (5)
hat die beiden pentadischen Wurzeln:

rn= V—-1=2]12134...

(5)
Ty =—v/—1=332310...,

wie man durch Einsetzen dieser Werte leicht bestétigt.

Besitzt eine Gleichung F(z) = 0 in einem Korper K eine oder
mehrere Wurzeln, so bestehen fiir diese genau die nadmlichen Séitze
wie in der elementaren Algebra und sie werden auch wortlich ebenso
bewiesen. Darum sollen auch nur die wichtigsten von ihnen kurz
hervorgehoben werden.

Eine ganze rationale Funktion F'(z) von x mit Koeffizienten aus K
laft sich stets nach Potenzen eines beliebigen Linearfaktors x — ¢ nach
dem Taylorschen Satze entwickeln, wenn ¢ eine Zahl des Korpers ist,
und zwar ergibt sich dann die Entwicklung:

F(z)=F(+(z—¢))
2) = A+ (=) +-- -+ A, 1+ (x=¢)+ A,
F(§)

=FO+@-OQF Q)+ @@ -’75+ +@=9"
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wo, wie man durch Ausrechnen leicht bestétigt,

(2%) F'(&) =nAo™ '+ (n— DA+ + Ay,
(2°) F'(€) = n(n — 1) A" 2 + (n — 1)(n — 2) A,
4+ 4 2An—2,
die Werte sind, welche die sogen. erste, zweite, ... Ableitung von F

fiir x = £ annimmt.

Da speziell jede ganze Funktion F'(z) mit p-adischen Koeffizienten
als eine abbrechende Potenzreihe angesehen werden kann, welche
also fiir jeden Wert des Argumentes konvergiert, so folgt hier die
Entwickelbarkeit nach Potenzen von x — ¢ auch direkt aus dem
a. S. 162 bewiesenen Taylorschen Satze fiir Potenzreihen.

Ist nun speziell ¢ eine Wurzel von F'(z) = 0 im Koérper K, so wird
in (2) das Anfangsglied F'({) Null und man erhélt:

F(©)

®) P = @-0(FO+ T a@-0+..) = 0-0) Filo)

d. h. F(x) ist durch den Linearfaktor z — £ teilbar. Ist umgekehrt die
letzte Gleichung erfiillt, so ergibt sich aus ihr, wenn man x = £ setzt,
F(&) =0, d. h. € ist eine Wurzel der Gleichung F(x) = 0.

Die Gleichung F(x) = 0 besitzt also stets und nur dann
die Wurzel z = ¢, wenn ihre linke Seite durch den zugehdrigen
Linearfaktor x — £ teilbar ist.

So ergibt sich z. B. fiir die vorher als Beispiel angefiihrten
Gleichungen:

4+ 1=(2x—-212134...)(z—3,32310...) (5),
2 —2=(2-30223...)(2* +3,0223...2+4,1244...) (5).
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Die Zahl £ heifst eine h-fache Wurzel unserer Gleichung,
wenn deren linke Seite durch die A Potenz von z — &, aber durch
keine hohere teilbar ist, wenn also eine identische Gleichung

(4) F(z) = (z = §)"Fi(x)

besteht, in welcher die (offenbar den Grad n — h besitzende) ganze
Funktion F(z) durch x — ¢ nicht mehr teilbar ist. Aus der Gleichung (4)
folgt sofort, dafs ¢ dann und nur dann eine h-fache Wurzel der
Gleichung F(x) = 0 ist, wenn

F=F'(§="=F"(¢) =0, aber F"(¢)#0

ist; denn allein in diesem Falle gilt ja

F(h) F(ht1)
P = - (S s w- ol 4 ) = -9 R
wo Fi(§) = F(:l(g) # 0 ist. Wir wollen im folgenden stets eine

h-fache Wurzel als dquivalent zu h verschiedenen einfachen Wurzeln
betrachten.

Nach diesen Ercrterungen ist es jetzt leicht, die Richtigkeit des
folgenden Satzes einzusehen:

Besitzt die Gleichung F(x) = 0, deren Koeffizienten dem
Korper K angehoren, die k gleichen oder verschiedenen Wurzeln
&1, &9, ... & aus K, so ist ihre linke Seite durch das Produkt
der k zugehdrigen Linearfaktoren (z — & )(x —&)...(x — &)
teilbar. Insbesondere kann daher eine Gleichung n™** Grades, die
mindestens einen von Null verschiedenen Koeffizienten besitzt, nie
mehr als n Wurzeln haben.
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Wir wollen diesen Satz durch vollstindige Induktion beweisen;
in der Tat ist er ja nach den letzten Betrachtungen im Fall einer
einfachen Wurzel &; fiir kK = 1 richtig und, falls & allgemeiner eine
h-fache Wurzel ist, sogar fiir K = h. Wir setzen nun voraus, der Satz sei
bereits fiir einen Wert & = m bewiesen, wobei offenbar die Annahme
erlaubt ist, dak unter den gleichen oder verschiedenen Wurzeln der
Reihe &3, &, ... &, jede bereits so oft vorkommt, als der zugehorige
Linearfaktor in F'(x) enthalten ist; dann sei also schon gezeigt, dafs

Flr) = (z = &) = &) - (2 = &) Fnga (2)

ist. Ist nun &,,,1 eine weitere Wurzel der Gleichung, so folgt, da &,,.1
nach Voraussetzung von jeder der Wurzeln &1, &, ... &, verschieden
ist, speziell fiir x = &,,,1:

F(fm—i—l) =0= (gm-i-l - 51)(5771-&-1 - 52) s (gm—i-l - Sm)Fm-i-l(gm—f—l)a

und hieraus F,11(&n11) = 0, weil ja in einem Koérper ein Produkt nur
dann verschwindet, wenn mindestens ein Faktor Null ist; &, ist also
eine Wurzel der Gleichung F),1(z) =0, d. h. es gilt:

Foa(z) = (2 — §np1) Fna(2).

Da somit unsere Annahme die Identitat

Fa) = (r = &)@ = &) (2 = &) (@ = Enia) Fnya(2)

zur Folge hat, so ist die erste Behauptung unseres Satzes wirklich fiir
jedes k richtig. Ist aber unsere Gleichung vom n*" Grad und besitzt
sie gerade n gleiche oder verschiedene Wurzeln &, &, ... &,, so ergibt
das soeben gewonnene Resultat fiir £ = n die Identitét

Fr) = (z-&)(@ = &) ... (x = &) Fopa (2),
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wo ersichtlich F,, 1 (z) einer Konstanten und zwar dem Koeffizienten Ay
von z" gleich sein mufl, wie man durch Vergleichung des Koeffizienten
von 2" auf beiden Seiten erkennt. Da also eine (n + 1)-te, von
€1, &, ... &, verschiedene Zahl &, nur dann gleichfalls Wurzel
der Gleichung sein kann, wenn Ay = F,11(z) = 0 ist, so sieht man
sukzessive auch die Richtigkeit des zweiten Teiles unseres Satzes ein.
Insbesondere 1afit sich hieraus noch die Folgerung ziehen:

Besitzt die Gleichung n*" Grades F(z) = 0 gerade n
voneinander verschiedene Wurzeln, so hat auch jeder Teiler p(z)
von F(x) = p(x)i(x) genau so viele Wurzeln, als sein Grad
angibt.

Sind némlich p und v die Grade der Faktoren ¢(x) und ¢(x),
so ist p+ v = n. Hat nun die Gleichung F(z) = 0 die n Wurzeln
&1, &o, ... &, so st fiir jede derselben F(&;) = ¢(&)w(&) =0, & ist
also eine Wurzel von ¢(x) = 0 oder ¢(x) = 0. Hatte nun die erste
dieser beiden Gleichungen weniger als g Wurzeln &, so miifite die
andere ¢ (z) = 0 die iibrigen als Wurzeln haben, deren Anzahl dann
grofer als der Grad v von ¢ (x) wére, und dies widerspricht dem
soeben bewiesenen Satze. Derselbe Satz gilt auch in dem Falle, daf
die Gleichung F'(x) = 0 mehrfache Wurzeln hat, und er wird wortlich
ebenso bewiesen.

Als eine einfache, aber fiir das Folgende sehr wichtige Anwendung
betrachte ich die Gleichung

2" —=1=0

fiir ein beliebiges m und nehme an, daf sie in dem zugrunde gelegten
Koérper m Wurzeln

Wo, Wiy -+ Wmpm—1
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besitzt, von denen offenbar eine, etwa wg, gleich 1 sein mufs. Alle
diese Wurzeln sind voneinander verschieden, da sonst die durch
Ableitung gewonnene Gleichung ma™ ! = 0 die nidmliche Wurzel
haben miifte, wahrend diese nur die (m — 1)-fache Wurzel z = 0
besitzt. Diese m verschiedenen Einheitswurzeln w; bilden offenbar
eine Gruppe vom m™*" Grade; denn das Produkt ww’ von zwei
beliebigen Einheitswurzeln ist, da (ww’)™ = w™w™ =1 ist, wieder
eine solche. Das Einheitselement dieser Gruppe ist natiirlich wy = 1.
Nach dem a.S. 132 bewiesenen allgemeinen Satze gehort also jede
Einheitswurzel w zu einem Exponenten d, wenn d der kleinste positive
Exponent ist, fiir den w? = 1 ist, und dieser Exponent d ist ein Teiler
des Grades m der Gruppe; dann sind in der Reihe

aller Potenzen von w nur die ersten d voneinander verschieden,
wahrend die hoheren Potenzen sich immer in derselben Reihenfolge
wiederholen. Es besteht also der allgemeine Satz:

Jede Wurzel der Gleichung 2™ = 1 gehort zu einem
Exponenten d, der ein Teiler von m (also eventuell auch gleich m
selbst) ist.

Wir 16sen jetzt die wichtige Frage, welche gewissermafen die
Umkehrung des vorigen Satzes bildet: Es sei d irgendein beliebiger
Teiler von m; wieviele unter den m Wurzeln der Gleichung ™ =1
gehoren gerade zum Exponenten d? Zur Losung dieser Frage fithren
folgende Bemerkungen: Gehort die Zahl w zum Exponenten d, so
geniigt sie der Gleichung x? = 1. Ist ferner dd’ = m, so folgt aus der
Identitat:

2™ —1= (24— 1)1+t + 2% 4. 4 DY),
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daR 29 — 1 ein Teiler von 2™ — 1 ist. Da die Gleichung 2™ — 1 = 0 nach
Voraussetzung so viele Wurzeln besitzt, als ihr Grad angibt, so gilt
nach dem Satze auf voriger Seite dasselbe von 2¢ — 1 = 0. Gibt es nun
wenigstens eine zum Exponenten d gehorige Wurzel w, so gentigen die
d voneinander verschiedenen Potenzen 1, w, w?, ... w? ! ebenfalls
der letzten Gleichung, da ja auch (w*)? = (w?)F =1 ist. Also ist dann
identisch

' —1=(z—-1D(r—-w).. (r—w?),

wahrend diese Gleichung andere Wurzeln nicht besitzen kann. Um
nun zu finden, wieviele unter diesen Wurzeln w* zum Exponenten d
gehoren, bezeichnen wir den grofiten gemeinsamen Teiler (k,d) von
k und d mit d, so dak sich ergibt:

k= koo, d=dy, (ko,do)=1.

Soll dann
sein, so muf der Exponent kodd durch d = dyd, also kod durch d

oder, da (ko,dp) =1 st d durch dy teilbar sein. Der kleinste mogliche
positive Wert von d, fiir welchen die obige Gleichung besteht, ist

also dy = W Die Wurzel w* gehort also stets und nur dann zum

Exponenten d selbst, wenn (k,d) =1, d. h. k zu d teilerfremd ist.
Gibt es also iiberhaupt eine zum Exponenten d gehorige Wurzel w, so
gibt es genau ¢(d) solche Wurzeln, wenn wieder ¢(d) die Anzahl der
inkongruenten Einheiten modulo d, also die Anzahl derjenigen Zahlen
aus der Reihe 1, 2, ... d — 1 bedeutet, welche mit d keine Primzahl
gemeinsam haben; denn die zu d gehorigen Wurzeln sind alle und
nur die Potenzen w”* von w, deren Exponent kleiner als d und zu d
teilerfremd ist.
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Zu jedem Teiler d von m als Exponent gehort also entweder gar
keine Wurzel w oder genau ¢(d) Wurzeln. Ist also ¢(d) die Anzahl der
zu d als Exponent gehorigen Wurzeln w, so ist entweder ¢(d) = ¢(d)
oder ¢ (d) = 0. Die letzte Moglichkeit nun kann nie eintreten. Denn
da jede der m Wurzeln zu einem einzigen unter den Teilern von m als
Exponenten gehoren mufs, so besteht fiir die sédmtlichen Zahlen 1 (d)

die Beziehung;:
> (d) =m,

d/m
wo die Summation iiber alle Teiler d von m zu erstrecken ist. Da aber
nach S. 122 (12) genau dieselbe Gleichung fiir die sdmtlichen Zahlen
©(d) besteht, so muf

2.(p(d) = ¥(d)) = 0

sein; und weil ferner jede einzelne dieser Differenzen nur 0 oder positiv
sein kann, so ist diese Gleichung nur dann erfiillt, wenn fiir jeden
Teiler d

ist. Es besteht also der Satz:

Zu jedem Teiler d von m gehoren genau p(d) m™*® Einheitswur-
zeln. Speziell gibt es also stets ¢(m) m™ Einheitswurzeln, welche
zum Exponenten m selbst gehoren; diese werden primitive
m®* Einheitswurzeln genannt.

Da die Anzahl ¢(d) aller zu d teilerfremden Zahlen der Reihe
1, 2, ... d sicher positiv ist, weil doch mindestens die Zahl 1 zu ihnen
gehort, so existiert fiir jeden Teiler d von m mindestens eine gerade zu
diesem Exponenten gehorige Wurzel unserer Gleichung. Speziell gibt
es also unter den m Wurzeln mindestens eine zu m selber gehorige
oder primitive Wurzel.
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Ist w eine beliebige dieser primitiven Einheitswurzeln, so sind
nach der fritheren Bemerkung die m Zahlen

1w, w?, ... w"™!

m voneinander verschiedene m™* Einheitswurzeln,

alle m™*" Einheitswurzeln sind also als Potenzen einer primitiven
Einheitswurzel darstellbar.

Setzt man endlich in der identischen Gleichung
2" —1=(z—wy)(r —w)...(xr—wn_1)

x = 0, so ergibt sich die Gleichung:

WolW1 ...Wmp—-1 = (—]_)m_l.

Ist m gerade, so besitzt die Gleichung ™ — 1 = 0 auch die
Wurzel —1. Ist w eine primitive Wurzel dieser Gleichung, so ist

stets w = w2 = —1; da nimlich w? = w™ = 1 ist, so kann nur
— m

w =w?2 = +1 oder —1 sein, und der erste Fall kann nicht eintreten,
da w primitive Wurzel ist.
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Die Elemente der Zahlentheorie im Korper
der p-adischen Zahlen.

§ 1. Die Einheitswurzeln im Korper der p-adischen Zahlen.

Nach diesen analytischen und algebraischen Vorbereitungen wende
ich mich zu einer Untersuchung der wichtigsten Fragen der elementaren
Zahlentheorie. Alle diese Fragen, welche sich, wie bereits friiher
(a.S. 20) erwdhnt wurde, auf die Multiplikation oder Division der
Zahlen beziehen, vereinfachen sich nun in wunderbarer Weise, wenn
wir jeder p-adischen Zahl eindeutig einen Logarithmus zuordnen
kénnen, ebenso wie uns dies im vorigen Kapitel fiir die Haupteinheiten
modulo p bzw. modulo 4 bereits gelungen ist. In der Tat geht ja dann
jede Frage iiber das Produkt oder den Quotienten von gegebenen
Zahlen in die entsprechende Frage in bezug auf die Summe bzw. die
Differenz ihrer Logarithmen iiber, und diese ist natiirlich sehr viel
einfacher zu l6sen als die vorige.

Es wird die Aufgabe dieses Kapitels sein, fiir alle p-
adischen Zahlen ihre Logarithmen zu bestimmen und mit Hilfe
dieser Logarithmenrechnung die wichtigsten Fragen der elementaren
Arithmetik zu 16sen. Hier werden notwendig die p-adischen
Einheitswurzeln gebraucht werden; darum will ich zuerst die Frage
16sen, welche Einheitswurzeln im Korper K(p) der p-adischen Zahlen
existieren, d. h. fiir welche Exponenten m die Gleichung

#" —1=0(p)

in K(p) Wurzeln hat. Ich beweise da zuerst den wichtigen Satz:
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Ist p irgendeine ungerade Primzahl, so besitzt die Gleichung
(1) a2’ ' —=1=0 (p)

im Koérper K(p) genau (p — 1) voneinander verschiedene Wurzeln,
d. h. so viele Wurzeln, als ihr Grad angibt.

Ich beweise diesen Satz dadurch, dafs ich ein Verfahren angebe,
fiir jede der p — 1 Zahlen : =1, 2, ... p— 1 eine ganze p-adische Zahl

mit dem Anfangsgliede i zu bilden, fiir welche w? 1 =1 ist. Diese
p — 1 Zahlen w;, ws, ... w,_; sind dann schon modulo p inkongruent,
also sicher fiir den Bereich von p voneinander verschieden; unser Satz
ist dann also vollstdndig bewiesen.

Es sei also ¢ irgendeine der p — 1 Zahlen 1, 2, ... p—1; dann
geniigt sie nach dem Fermatschen Satze fiir die Potenzen p, p?, p3, ...
p**tt, ... als Moduln der Reihe nach den Kongruenzen:

Schreibt man diese Kongruenzen allgemein in der Form

k41
P k41

=1 oder " =4 (mod. p*™),

@)
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so erkennt man, dafs sich die Potenzen
R
(3) i, P, P L

fiir den Bereich von p einer Grenze w; ndhern, welche eine wohlbestimmte
p-adische Zahl ist und mit jeder vorgegebenen Genauigkeit berechnet
werden kann. Bildet man némlich die Reihe

(4) w; =i+ (# i)+ (i —iP)+... (p)

und beachtet dabei, daR nach (2?) allgemein @ — i?" = i pFH!
gesetzt werden kann, so ergibt sich fiir w; die p-adische Darstellung:

andererseits sind die Naherungswerte von w; folgende:

52 w?” =i, w =iv@—i)=# ... wP = .

B =

Hieraus folgt, daf die so bestimmte Zahl w; der Gleichung

geniigt, weil nach (2) fiir jede noch so hohe Potenz von p als Modul
fiir die Naherungswerte von w; die Kongruenz besteht:

(w1 = #* @D = 1 (mod. pFt1).

Jede der p — 1 verschiedenen p-adischen Zahlen wy, wo, ... wy_y
ist also in der Tat eine Wurzel der Gleichung

2Pt =1=0 (p)
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und nach dem Satze a. S. 184 kann diese auch nicht mehr Wurzeln als
die angegebenen besitzen; im Korper K (p) gibt es somit genau p — 1
(p —1)-te Einheitswurzeln wy, ws, ... w,_;, wobei der Index i jedesmal
das Anfangsglied der p-adischen Darstellung (4) von w; bedeutet.
Anstatt die (p — 1) Einheitswurzeln w; durch die unendlichen

Reihen (4) darzustellen, kann man sie auch durch die unendlichen
Produkte

—l.pe) | pe?) | e®)

(6) 1 i w0
_ e +e@?)+... (p)
definieren. Da némlich fiir jeden Faktor derselben nach dem

Fermatschen Satze:

. k+1 o+l _ ok . k41
jP@ ) — p P :1+1k+1p+

ist, so konvergieren jene Produkte unbedingt, und ihre Naherungswerte
sind der Reihe nach:

=1,

— | =
-~
— .
-~
S

1

1
stimmen also mit den in (5*) angegebenen Niaherungswerten der
Einheitswurzeln w; iiberein.

Von den (p — 1)-ten Einheitswurzeln w;, wq, ... w,_; sind die
erste und die letzte stets rationale Zahlen; in der Tat ist ja

w1:1—|—<1p—1)+...:17

und da auch (—1)P7! =1 ist, so muf die zu —1 modulo p kongruente
Einheitswurzel w,_; = —1 sein. Dagegen sind die anderen p — 3
Wurzeln offenbar keine rationalen Zahlen.
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So besitzt z. B. die Gleichung:
2°—1=0(7)

die sechs Wurzeln:

wy =1,0000...; wy=24630...; ws=234630...;

7
(") wy =4,2036...; ws=2>5,2036...; ws=16,6666---=—1.

Aus den soeben durchgefiihrten Betrachtungen hat sich ergeben,
daf die Gleichung 2™ —1 =10 (p) fir m = p—1 im Korper der
p-adischen Zahlen so viele Wurzeln hat, als ihr Grad angibt. Hieraus
folgt also, daf alle a.S. 185 ff. {iber die m™*® Einheitswurzeln
bewiesenen Sitze fiir diese (p — 1)-ten Einheitswurzeln giiltig sind.
Hiernach koénnen wir also die folgenden Satze iiber diese Zahlen
wy, Wa, ... w,_1 aussprechen:

Jede (p — 1)-te Einheitswurzel w gehort zu einem Teiler d
von p — 1 als Exponenten, d. h. d ist die kleinste positive Zahl, fiir
welche w? = 1 (p) ist; umgekehrt existieren zu jedem Teiler d von
p—1 genau @(d) unter jenen Einheitswurzeln, die gerade zum
Exponenten d gehoren. Ist speziell w eine der ¢(p — 1) primitiven
(p — 1)-ten Einheitswurzeln, so sind alle p —1 Wurzeln in der

Reihe

enthalten.

Will man also fiir ein bestimmtes p alle (p — 1)-ten Einheitswurzeln
bis auf eine bestimmte Anzahl von Stellen berechnen, so geniigt es,
dies fiir eine der primitiven Wurzeln w zu tun; alle anderen findet man
einfach durch Potenzieren von w und erhélt iiberdies eine einfache
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Probe fiir die Richtigkeit der Rechnung dadurch, daf sich zuletzt
wP™1 =1,000... ergeben muR.

So ist z. B. fiir die Grundzahl p =13 w =ws =6,19103... eine
primitive Wurzel, woraus durch Potenzieren folgt: w? = 10,1635...
usw. Zur leichteren Berechnung dieser primitiven Wurzel bemerke ich
noch, dafs z. B. fiir p = 13 aus der Zerlegung

g —1= (2% - 1)(2® + 1) (2" —2* +1)

leicht folgt, daf die p(12) = 4 primitiven zwolften Einheitswurzeln der
Gleichung
ot — 2 +1=0 (13)

geniigen. Also ist eine dieser Wurzeln

x:\/1+2—\/__3 (13)

und sie kann hiernach leicht berechnet werden. Die Rechnung werde
hier beispielshalber ausfiihrlich wiedergegeben; man sieht leicht, daf
das benutzte Verfahren der Quadratwurzelausziehung genau analog
dem fiir gewohnliche Zahlen iiblichen ist, und daf auch hier das
abgekiirzte Verfahren zur Wurzelberechnung angewendet werden kann.

V=3 =/10,121212... = 6,312610... (13)

10 2
101212... :12
1011
1121212... :126
15 711
75 1...:12611
T2 4...

310...:12...
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1++v/=3  7,312610...

5 5 =10,1635...
also ergibt sich:
wg =410, 1 6 3 5...=6,19103...
10, 2
12 5 3 5...:12
12 1
4 3 5...:12,2
4 05
3 0...:12,2...
3 3...
10...:12...
10
0..

Durch Potenzieren von w = wg finden wir sdmtliche Wurzeln der
Gleichung x'* — 1 = 0 (13) folgendermafen:

w'=w; =1,0000 w'=wy =9,1635 w® =wg =3,11697-
w=ws =619103 w®=wy =26224 w? =ws =5,5105-
w? =wp=10,1635 w® =wye =12,12121212- w'® =wy =4,11697
wd=wg =8711127 w' =w; =7,11329 w' = wy; =11,610108-

und durch nochmalige Multiplikation mit w erhalten wir als Probe auf
4 Stellen genau:
w?=1,0000....

Es werde endlich bemerkt, dafs fiir den Bereich der geraden
Primzahl 2 die beiden dyadischen Einheitswurzeln +1 und -1
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vorhanden sind, welche die beiden Wurzeln der quadratischen
Gleichung;:

22 —1=0 (2)
sind. Von ihnen ist w = —1 die primitive Wurzel, da beide Wurzeln
durch sie als w® = 1, w! = —1 darstellbar sind. Im Falle p = 2

sind die beiden FEinheitswurzeln +1 und —1 modulo 2 kongruent
und erst modulo 22 inkongruent, wihrend fiir ein ungerades p
alle Einheitswurzeln bereits modulo p inkongruent sind. Erst spéter
werde ich beweisen, dafs fiir ein beliebiges p der Korper K(p)
der p-adischen Zahlen aufser den hier angegebenen iiberhaupt keine
anderen Einheitswurzeln enthélt.

§ 2. Die Einheitswurzeln sind die Invarianten der
Kongruenzklassen modulo p.

Die im vorigen Paragraphen gefundenen Resultate konnen
wesentlich verallgemeinert werden, und dabei ergibt sich dann eine
wichtige Beziehung der soeben betrachteten Einheitswurzeln zu den
frither untersuchten Kongruenzklassen modulo p.

Es sei

A=a+dp+dp*+...

eine ganz beliebige ganze p-adische Zahl, deren Anfangsglied a eine
der p Zahlen 0, 1, ... p— 1 sein kann. Bildet man dann aus ihr genau
wie in (4) des vorigen Paragraphen die Reihe:

(1) A (AP — A) + (A" — AP) 4 ..

oder wie in (6) das unendliche Produkt:

(1) T A



Achtes Kapitel. 199

so beweist man wortlich ebenso wie a. a. O., daf sie beide unbedingt,
und zwar gegen denselben Grenzwert w, konvergieren. In der Tat
haben beide Zahlgréften dieselben Naherungswerte, namlich die Zahlen

A, AP AP

und diese konvergieren, falls A durch p teilbar ist, offenbar gegen den
Grenzwert Null. Ist dagegen A eine Einheit modulo p, so folgt aus dem
dann giiltigen Fermatschen Satz fiir eine beliebig hohe Potenz p**!
von p, dals wieder die Kongruenz

(Apk)p_1 =1 (mod. pk“)

besteht. In diesem Falle ist also der Grenzwert w, wieder eine der
p — 1 Wurzeln der Gleichung 27~! — 1 = 0 und zwar offenbar gleich
derjenigen Einheitswurzel w,, deren Index gleich dem Anfangsgliede
von A=ua, d,ad ... ist.

Durch diese Reihen- oder Produktbildung gelangt man also
ausgehend von einer beliebigen ganzen p-adischen Zahl A stets zu
einem der p Grenzwerte

(2) Wy = 07 w1, Wa, ... wp_l,

und zwar fiihren alle und nur die modulo p kongruenten Zahlen A,
A, A" ..., welche also zu derselben Kongruenzklasse C, modulo p
gehoren, zu demselben Grenzwerte w,. Man kann daher diese p Zahlen
(2) als die Invarianten der p Kongruenzklassen

CO? Ol) 027 s Cp—l

modulo p bezeichnen.
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Diese p Invarianten sind die p Wurzeln der rationalen Gleichung;:
(B) 2 —z=z(@" ' —1)=(z —wo)(x —wy)...(x —wy_)=0.

Die Untersuchung dieser Gleichung fithrt auf eine gréfere Anzahl von
Folgerungen fiir die Kongruenzklassen modulo p.

Betrachtet man néamlich irgendeine zwischen den Invarianten
(wo, wy, . .. wy_1) bestehende ganze rationale Gleichung mit ganzzahligen
Koeffizienten

(4) F(wo,wy,...wp,—1) =0 (p)

als Kongruenz modulo p, so ergibt sich die folgende Kongruenz
zwischen den Zahlen (0,1,2,...p—1):

(4%) F(0,1,...p—1) =0 (mod. p).

Jeder solchen Gleichung zwischen den Zahlen w; entspricht also eine
Kongruenz zwischen ihren Anfangsgliedern. Ubertragen wir so die
a. S. 194 ff. bewiesenen Satze iiber die Einheitswurzeln wy, wa, ... wp_1
auf ihre Anfangsglieder 1, 2, ... p — 1, so ergeben sich die folgenden
Séatze:

Alle Einheiten modulo p geniigen der Kongruenz:
#P~1 —1 =0 (mod. p),
d. h. es besteht fiir ein variables = die Zerlegung
(4P) Pt —1=(@—-1)(z—2)...(x— (p—1)) (mod. p).
Fiir x = 0 ergibt sich aus ihr die Kongruenz:

(4°) p—D!=1-2...(p—1)=—1 (mod. p),
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der sog. Wilsonsche Satz fiir Primzahlen. Jede durch p nicht
teilbare Zahl a gehort modulo p zu einem Teiler d von p — 1, d. h.
d ist die kleinste positive Zahl, fiir welche

(5) a® =1 (mod. p)

ist. Umgekehrt existieren zu jedem Teiler d von p — 1 genau ¢(d)
modulo p inkongruente Zahlen, welche gerade zum Exponenten d
gehoren; sie sind kongruent denjenigen ¢(d) Einheitswurzeln,
welche zum Exponenten d gehoren. Speziell gibt es also genau
©(p— 1) inkongruente Zahlen g, welche zum héchsten Exponenten
p — 1 selbst gehoren. Diese werden primitive Wurzeln
modulo p genannt. Sie sind kongruent den Anfangsgliedern
der ¢(p — 1) primitiven (p — 1)-ten Einheitswurzeln w,. Ist g eine
primitive Wurzel modulo p, so sind alle p — 1 Potenzen

(6) 1L, g ¢ ... g7

modulo p inkongruent; sie sind also den p — 1 inkongruenten
Einheiten 1, 2, ... p—1, abgesehen von der Reihenfolge, modulo p
kongruent.

Auf diese Fragen werde ich sehr bald (a.S. 212 ff.) genauer
einzugehen haben, wenn die entsprechenden Resultate fiir eine
Primzahlpotenz p* als Modul abzuleiten sind.

§ 3. Die Logarithmen der p-adischen Zahlen.

Da fiir jedes ungerade p die p Zahlen wy, wq, ... wy_1 ebenso
wie die ihnen kongruenten Zahlen 0, 1, ... p — 1 ein vollstindiges
Restsystem modulo p bilden, so konnen auch sie als Koeffizienten
bei der Darstellung der p-adischen Zahlen benutzt werden, und dies
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soll immer dann geschehen, wenn eine theoretisch moglichst einfache
Darstellung gebraucht wird.

Jede von Null verschiedene p-adische Zahl kann also stets
und nur auf eine Weise in der Form

A =w@p 4 wletpatt 4

dargestellt werden, wo w(®, w@*t) . Wurzeln der Gleichung
2P —x =0, d. h. (p — 1)-te Einheitswurzeln oder Null bedeuten
und w(® £ 0 ist.

Diese Form von A fiihrt uns nun sofort zu der gesuchten
logarithmischen Darstellung einer beliebigen p-adischen Zahl, falls
p eine beliebige ungerade Primzahl ist. Schreibt man ndmlich A in
der Form:

A= wp*(1 +wip+ wop® +...),

w(a+1)

wo auch w, = ... Einheitswurzeln oder Null sind, so ist der

(@) 7
eingeklammerte 7“TUTeil eine Haupteinheit, welcher nach dem auf S. 177
bewiesenen Satze in der Form e” dargestellt werden kann, wo 7 eine
durch p teilbare p-adische Zahl bedeutet. Ferner ist w(®) eine (p — 1)-te
Einheitswurzel, also gleich einer Potenz w? einer ein fiir alle Male
fest gewédhlten primitiven Wurzel w. Es ergibt sich somit der folgende

Fundamentalsatz:

Jede von Null verschiedene p-adische Zahl laft sich, falls
p eine beliebige ungerade Primzahl und w eine beliebig, aber fest
gewdhlte primitive (p — 1)-te Einheitswurzel ist, in der Form:
A = prwPe?

darstellen, wo a und [ gewohnliche ganze Zahlen bedeuten, und
~ eine mindestens durch p teilbare p-adische Zahl ist.
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Die Exponenten a und v sind eindeutig bestimmt, wahrend
B wegen wP~! =1 nur bis auf ein beliebiges Vielfaches von p — 1
bestimmt ist. Beschriankt man ( also auf die Zahlen 0, 1, ... p—2, so
ist das ganze Exponentensystem («, 3,7) durch A eindeutig festgelegt.

Auch fiir die eine gerade Primzahl 2 existiert genau dieselbe
Darstellung; nur hat da die Zahl w eine etwas andere Bedeutung. Fiir
den Bereich von 2 ist namlich jede Einheit in der reduzierten Form

e=1le16963 =146 -2+ -22+... (2),

in der die Koeffizienten e; nur 0 oder 1 sein kénnen, eine Haupteinheit
modulo 2. Von den beiden Einheiten

e=1, & €9 €3 ...
—e=1,1—-¢1 1—69 1—¢3...

ist dann eine einzige auch eine Haupteinheit modulo 4, namlich
¢ selbst oder —e, je nachdem e; = 0 oder 1 ist. Jede von Null
verschiedene dyadische Zahl kann also auf eine einzige Weise in der
Form geschrieben werden

A=2-1)P (14+ey-22+e3-2°+...),

wo 2% die grofste in ihr enthaltene Potenz von 2, =0 oder 1 ist,
und die in der Klammer stehende Reihe eine eindeutig bestimmte
Haupteinheit modulo 4 bedeutet. Diese letztere kann nun nach S. 177
wieder gleich e gesetzt werden, wo v ein Multiplum von 4 ist.
Setzt man also in diesem Falle (—1) = w, so hat man auch hier die
Darstellung
A =2%wP¢,

wo jetzt der zweite Exponent nur modulo 2 bestimmt ist, wahrend
die ganze Zahl o und die dyadische Zahl v = 4+, eindeutig durch A
gegeben sind.
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Ist also p eine beliebige Primzahl, so besteht fiir jede von
Null verschiedene p-adische Zahl A die Exponentialdarstellung

(1) A = puwPe?,

in der w eine primitive (p — 1)-te Einheitswurzel fiir ein ungerades
p ist, wahrend w die primitive zweite Einheitswurzel, namlich —1,
fiir p = 2 bedeutet. In jedem Falle ist o die Ordnungszahl von A,
~ der Logarithmus der zu A gehorigen Haupteinheit.

Bei dieser Darstellung ist der erste Faktor
Al =p"

der a. S. 133 definierte absolute Betrag der Zahl A; der zweite Faktor w”
soll die zu A gehorige Einheitswurzel heiffen; endlich
soll der Exponentialfaktor ¢” als die zu A gehoérige Haupt-
einheit bezeichnet werden. Wir wihlen im folgenden die primitive
Einheitswurzel w unter den ¢(p — 1) vorhandenen ein fiir alle Mal
willkiirlich, aber fest aus. Von den drei Exponenten «, 3, v, durch die
A dann eindeutig bestimmt ist, ist der erste die Ordnungszahl von A,
der zweite soll der Index,der dritte der zu A gehorige
Logarithmus der Haupteinheit oder der Hauptlo-
garithmus von A genannt werden.

Wir wollen nun im folgenden das zu einer beliebigen Zahl
A = pwPe? gehorige Exponentensystem (a,3,7) den Logarith-
mus von A (fiir den Bereich von p) nennen und durch lg, A oder,
wo kein Mifsverstdndnis zu befiirchten ist, ohne den Index p durch

(2) lgA=(o0,7)

bezeichnen.
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Dann gehort zu jeder p-adischen Zahl A ein Logarithmus («, 5, 7),
und da ja w*®Y =1 ist, da somit allgemeiner

A= pawﬁev — paw6+k(p—1)ew
ist, so gehoren zu jeder Zahl A unendlich viele Logarithmen

(2%) lgA = (o, f+k(p—1),7),

welche aus einem unter ihnen durch Vermehrung des zweiten
Exponenten um ein beliebiges Multiplum von (p — 1) hervorgehen.
Speziell besitzt die Zahl 1 = pYw%e? den Logarithmus (0,0,0) und
allgemeiner die Logarithmen (0,%k(p — 1),0), und da die Gleichung
pawﬁevzpawﬁ(l—i—%—i—...) =1

dann und nur dann erfiillt ist, wenn e =0, 5 = k(p — 1), v = 0 ist, so
folgt, dak dann und nur dann A =1 ist, wenn lg A = (0,k(p — 1),0)
ist. Es ist also stets 1g(1) = (0,0,0) = (0,k(p — 1),0). Hieraus ergibt
sich sofort der allgemeine Satz:

Zwei p-adische Zahlen sind dann und nur dann gleich,
wenn sich ihre Logarithmen nur im zweiten Exponenten um ein
Vielfaches von p — 1 unterscheiden.

In der Tat folgt ja aus der Gleichung
A=pule’ = A = puw e,

dafs
é - pa—a’wﬂ—ﬂ’ev—w’ =1,

A/
also a =o', y=+, =0+ k(p—1) sein muk.
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Ferner hat 0 den Logarithmus

(3) 18(0) = (400, 8,7),

wo [ und ~ beliebig gewahlt werden kénnen.

Umgekehrt gehort zu jedem Logarithmus («, 3,7), dessen erster
Exponent o nur nicht negativ unendlich ist, eine eindeutig bestimmte
p-adische Zahl A = p*wPe?, deren Logarithmus gleich (a,f3,7) ist
und welche der Numerus von («,f,7) genannt werden soll.
Zu (—o0, 8,7) gehort keine p-adische Zahl, da eine solche ja niemals
eine negativ unendliche Ordnungszahl besitzt.

Wir wollen auch fiir die Logarithmen die Gleichheit und eine
Verkniipfungsoperation definieren, welche wir Addition nennen
wollen, und von der sofort zu sehen ist, dafs fiir sie die
Grundeigenschaften der Addition gelten, sowie dafs im Bereiche der
Logarithmen die Addition unbeschrankt und eindeutig ausfithrbar ist.

Zwei Logarithmen

a = (a7 /Bv,}/) a/ = (a/7 6’77’)
heiffen dann und nur dann gleich (a = d’), wenn ihre ersten
und dritten Exponenten beziehlich gleich sind und ihre zweiten
Exponenten sich um ein Multiplum von p — 1 unterscheiden, d. h.
modulo (p — 1) kongruent sind; ferner auch, wenn a = o’ = oo ist.
Sind
a=(a,B,7) und d =(a',5,7)

zwei beliebige Logarithmen, so wollen wir unter der Sum m e a+a’
derselben den Logarithmus:

atd =(a+d,B+8,7+7)

verstehen.
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Offenbar ist die so definierte Addition der Logarithmen eine
assoziative und kommutative Operation und fiir sie besteht, wenn
man 1g(0) = (+o00,3,7) als Subtrahendus ausschliefst, das Gesetz
der unbeschrinkten und eindeutigen Subtraktion: Sind né&mlich
a=(a,8,7) und o = («, ;%) zwei beliebige Logarithmen, so gibt
es, falls a nicht 1g(0) ist, einen einzigen Logarithmus x = (&, 1, (), fur
welchen

a+r=d

wird, ndmlich den Logarithmus
r = (aI_Q75,_577/ _7)

Dieser soll also die Differenz der Logarithmen o' und a genannt
und durch @’ — a bezeichnet werden.
Ist dagegen a = 1g(0), a’ # 1g(0), so besitzt die Gleichung

(+00,8,7) + (&§,n,¢) = (&, 5',7)

im Bereiche der Logarithmen keine Losung, da ja £ = o' — o0 = —0
sein miifste.

Die Logarithmen aller p-adischen Zahlen bilden somit bei
Ausschlufs von 1g(0) einen Modul, in dem die beiden soeben definierten
zu einander inversen Operationen der Addition und Subtraktion
unbeschrankt und eindeutig ausfiithrbar sind.

Es gibt also ein einziges Nullelement

0= (0,0,0) = (0, k(p — 1), 0) = lg(1),

welches als das Einheitselement fiir die Addition angesehen werden
kann, da allein fiir dieses a + 0 = a ist.
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Sind A = p“wPe” und A’ = p¥w? e zwei beliebige p-adische
Zahlen, zu denen also die Logarithmen:

a=lgA=(a,8,7) und d =IgA' = (,53,7)

gehoren, so sind zundchst nach dem a.S. 204 bewiesenen Satze
A und A’ dann und nur dann gleich, wenn ihre Logarithmen a und a’
gleich sind; ferner gehoren zu dem Produkte und dem Quotienten

! ! / A. / ! /
A A = ptr e und 7= PP e
von zwei beliebig gegebenen Zahlen A und A’ die Logarithmen a + o
und a — d’, d. h. es bestehen genau wie in der elementaren Analysis
die Gleichungen:

(4) lg(AA") =1gA+1g A, g (%) =lgA—-1gA.

Wendet man die erste Gleichung auf ein Produkt von m gleichen
Faktoren an, so folgt:

(4%) Ig(A™) = mlg A = (ma, mf, mv).

Aus der allgemein giiltigen logarithmischen Darstellung der
p-adischen Zahlen ziehe ich noch die wichtige Folgerung, auf welche
ich bereits a. S. 197 unten hingewiesen hatte:

Die einzigen Einheitswurzeln, welche im Korper K(p) der
p-adischen Zahlen vorhanden sind, sind die p —1 (p — 1)-ten
Einheitswurzeln (1, w,w?,...wP=?) bzw. fir p = 2 die Zahlen +1.
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Soll némlich A = p®w?e” einer Gleichung 2™ = 1 geniigen, so muf
A™ — pmawmﬁem'y — 17

also ma = my = 0 sein; d.h. nur die Zahlen A = w” sind
Einheitswurzeln.
Ist

(5) A = prwPer

eine beliebige Zahl, so will ich die groftte im Hauptlogarithmus -~y
enthaltene Potenz p* von pden Teiler des Hauptlogarith-
mus nennen. Dieser Teiler ist also fiir ein ungerades p mindestens
gleich pt, fiir p = 2 mindestens gleich 22. Ferner soll fiir ein ungerades
p der grofite gemeinsame Teiler

(6) 6= (B,p—1)

des Index mit p—1 der Teiler dieses Index oder der
Indexteiler von A genannt werden; fiir p = 2 wird der
entsprechende Teiler

(6%) 6= (8,2),

d. h. gleich 1 oder 2, je nachdem [ gerade oder ungerade ist. Im
ersten Falle ist der Indexteiler stets und nur dann gleich 1, wenn
(B,p—1) =1, wenn also w” eine primitive Einheitswurzel ist; er hat
seinen grofsten Wert 0 = p — 1 bzw. 6 = 2, wenn S ein Multiplum von
p — 1 bzw. von 2, wenn also w” = 1 ist. Der Indexteiler ¢ ist von der
Wahl der primitiven Wurzel w ganz unabhéngig; denn ist w’ eine der
¢©(p — 1) primitiven Wurzeln, so ist ja w = w", wo (r,p —1) =1 ist,
und es wird w? = w?; somit ist fiir die primitive Wurzel w’

5/ = (rﬁap_ 1) = (/Qap_ 1) = 0.
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Setzen wir jetzt in (5)
B =0B, v =p"0,
so ergibt sich fiir jede Zahl A die Darstellung
™) A = oo,

welche bei eingehenderen Untersuchungen hiaufig gebraucht werden
wird.

§ 4. Untersuchung der p-adischen Zahlen fiir eine
Primzahlpotenz p* als Modul.

Ich wende mich nun zu einer eingehenderen Untersuchung der
p-adischen Zahlen A = p®w’e” fiir eine beliebige Potenz p* von p als
Modul. Hierbei kann ich von vornherein die Ordnungszahl o = 0, d. h.
die zu betrachtenden Zahlen E = w’e” als Einheiten voraussetzen, da
es ja auf dasselbe herauskommt, ob man A = p®E modulo p* oder ob
man F modulo p*~® untersucht.

Zuerst erledige ich die beiden trivialen Fille, dafk der Modul p*
gleich 2! oder gleich 22 ist. Da nun fiir den Bereich von 2 jede Einheit

E= (-1 = (-1’ = £1 (mod. 4)

ist, weil ja hier der Hauptlogarithmus von v mindestens durch 4 teilbar
ist, und da modulo 2 auferdem noch die beiden Einheitswurzeln +1
und —1 kongruent werden, so ergeben sich hier die beiden auch an
sich selbstverstandlichen Satze:

Modulo 2 betrachtet sind alle dyadischen Einheiten
kongruent +1, fiir den Modul 4 existieren allein die beiden
inkongruenten Einheiten +1 und —1.



Achtes Kapitel. 211

Im folgenden kann und soll daher jetzt, falls p = 2 ist, immer
k = 3 vorausgesetzt werden. Dann besteht der folgende allgemeine
Satz:

Eine p-adische Einheit F = w®e? ist dann und nur dann
kongruent 1 modulo p*, wenn:

w’ =1, ~v=0 (mod. p*)

ist, wenn also ihr Index g durch p —1 bzw. durch 2 und ihr
Hauptlogarithmus v durch p* teilbar ist.

Betrachtet man nédmlich die Kongruenz:
(1) E=w’e" =1 (mod. p*) bzw. E = (—1)’¢" =1 (mod. 2¥)

zundchst modulo p bzw. fiir p = 2 modulo 22 und beachtet, daf8 fiir
diesen Modul e” = 1 wird, so ergibt sich:

w’ =1 (mod. p) bzw. (—=1)’ =1 (mod. 4),

und da die Potenzen (1, w, ... w?"?) modulo p bzw. (—1,+1) modulo 4
inkongruent sind, so muk w” = 1 bzw. (=1)? = 1 sein. Die dann
aus (1) folgende Kongruenz:

¢’ =1 (mod. p¥)

ist aber nach (11) a. S. 170 allein dann erfiillt, wenn ~ durch p* teilbar
ist.
Zwei Einheiten

E=uwle, E =uw"e
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sind also allein dann modulo p* kongruent, wenn ihr Quotient

5, —wP e =1 (mod. pk)’
wenn also:
=4 (mod. p—1, bzw. mod. 2),
v =7 (mod. p")
ist. Also bilden fiir ein ungerades p die (p — 1)p*~ = ¢(p*) Einheiten:
(2) wPeP(coterpttep_opF—?) (Cl :(1) i::: )

fir p =2 die 2+ 2872 = 281 = (2%) Zahlen

a Coter- 2t 52k—3 =1,2

(22 (—=1)7 - glleoter 2 ter52t77) (52071)
ein vollstiandiges System modulo p* inkongruenter Einheiten.

Die o(p*) modulo p* inkongruenten Einheiten oder, was dasselbe
ist, die zugehorigen Einheitsklassen fiir den Modul p* bilden, wie
a. S. 126 unten bereits ausgefithrt wurde, eine endliche Gruppe, und
allein hieraus ergab sich nach dem Fermatschen Satze, daf fiir jede
Einheit E die Kongruenz:

(3) Ef?") =1 (mod. p*)

besteht. Es ergibt sich aber weiter aus der a. S. 130 durchgefiihrten
Untersuchung der endlichen Gruppen, daf jede Einheit E zu einem
Teiler d von o(p*) als Exponenten gehort, wenn nimlich d die kleinste
positive Zahl ist, fiir welche

E?=1 (mod. p*)
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ist. Dann sind die d ersten Potenzen (1,E,E? ...FE%!) simtlich
modulo p* inkongruent.
Ich will jetzt den Exponenten d bestimmen, zu dem eine gegebene
Einheit
B = wBe — 0P 0

gehort, fiir welche der Indexteiler gleich 0 und der Teiler des
Hauptlogarithmus gleich p* ist. Soll dann

(4) B¢ = ®@Poer”do = 1 (mod. p¥)

sein, so muf nach dem auf der vorigen Seite bewiesenen Satze ddf,
durch p — 1 bzw. durch 2 und p*d~y, durch p* teilbar sein, d. h. es muf:

dd =0 (mod. p — 1, bzw. mod. 2)
p*d =0 (mod. p")

(4%)
sein. Ist also ¢ der zu § komplementare Divisor von p — 1 bzw. von
2 und p* der zu p* komplementire Divisor von p¥, so daf

00 =p—1 bzw. =2
(5)

p% ‘p%’ :pk

ist, so folgen aus (4*) durch Division mit § bzw. mit p* fir d die
beiden Kongruenzen:

(4P) d=0 (mod. &), d=0 (mod. p%/)a

d. h. die Kongruenz (4) ist allein dann erfiillt, wenn d durch das kleinste
gemeinsame Vielfache [¢', p ] der beiden zu ¢ und p* komplementéren
Teiler teilbar ist. Es ergibt sich also der allgemeine Satz:
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Eine Einheit FE, deren Index den Teiler 6 und deren
Hauptlogarithmus den Teiler p* hat, gehort modulo p* zu dem
Exponenten:

(6) d=1[d,p"],

wenn ¢ und p* die in bezug auf p—1 (bzw. 2) und p*
komplementéaren Teiler zu ¢ und p* sind.

Ist nun p eine ungerade Primzahl, so sind ¢’ und p* teilerfremd,
d. h. es ist dann stets d = 0'p* . Ist dagegen p = 2, so ist &' = 1 oder 2;
also ist stets & ein Teiler von 2%, mithin d = 2%, aufer in dem
trivialen Falle, wo ¢’ =2, 2 =1, wo also § = 1, 2% = 2¥ ist. Hier
ist £ = (—1)e? = —1 (mod. 2¥), und dann gehort (—1) auch wirklich
nicht zum Exponenten 2% =1, sondern zum Exponenten ¢ = 2.
Schlieffen wir also diesen trivialen Fall aus, so ergibt sich der Satz:

Eine Einheit, deren Index den Teiler § wund deren
Hauptlogarithmus den Teiler p* hat, gehoért modulo p* zum
Exponenten

(6%) d= 5'p”/ = %pk_” oder 27 = k=

je nachdem p ungerade oder die gerade Primzahl 2 ist.

Da fiir eine ungerade Primzahl der Teiler p* des Hauptlogarithmus
mindestens gleich p!, fiir p = 2 aber 2* mindestens gleich 4 sein mu#,
wahrend im ersten Falle ¢ stets ein Teiler von p — 1 ist, so ergibt sich
jetzt wieder, daf fiir ein ungerades p jeder Exponent d ein Teiler von
o(p*) = (p—1)p*~1, fiir p = 2 aber schon ein Teiler von ¢ (2F1) = 2k—2
sein muf.

Jede Einheit gehort also modulo p* zu einem Exponenten,
welcher ein Teiler von ¢(p*) oder fiir p = 2 schon von ¢(2F71) ist.
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Es sei jetzt umgekehrt
(7) d=06p” bzw. d=27

ein beliebiger Teiler von ¢(p*) bzw. von ¢(2F71); wir fragen, wie viele
und welche Einheiten

E = uwe!™  bzw., E = (—1)%*0

gerade zu diesem Exponenten d gehoren. Nach dem soeben bewiesenen
Satze gehort nun fiir ein ungerades p die obige Einheit zum
Exponenten d, wenn ihr Indexteiler 6 und der Teiler p* ihres
Hauptlogarithmus komplementér bzw. zu ¢ und zu p* sind; fiir p = 2
ist 8 beliebig, wihrend 2 ebenfalls zur 2 komplementér sein muf.
Sind also 6 und p” so gewéhlt, so gehoren alle und nur die Einheiten E
zum Exponenten d, bei welchen fiir jedes ungerade p

(680,p — 1) = (69, 08") = 0, also (f,d")
P 0,0") = @0, 0 P") =p%, ,  (0,07) =

Y

1
1
ist, dagegen fiir p =2 [ =1 oder 2 sein kann, wiahrend

(8%) (70,27) =1

sein muf. Da nun die Anzahl aller zu ¢’ teilerfremden inkongruenten
Zahlen f3, gleich o(&'), die aller modulo p* inkongruenten zu p*
teilerfremden Zahlen 7, gleich ¢(p*) ist, so ist fiir ein ungerades
p die Anzahl der zum Exponenten d gehorigen Einheiten gleich
(0 p(p*) = p(d), fiir p= 2 ist jene Anzahl gleich 2¢(2%), weil hier
fiir jedes e* die zugehérige Einheitswurzel (—1)? gleich £1 sein
kann. In dem vorher ausgeschlossenen trivialen Falle p =2, d =2° =1
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gehort zum Exponenten 1 modulo 2% offenbar nur die eine Einheit
E = +1; die Anzahl der zu diesen Exponenten gehérigen Einheiten
ist also allein in diesem Falle d = 2° gleich ¢(2°) = 1 und nicht
gleich 2p(2Y) = 2. Sieht man also auch hier von diesem trivialen
Ausnahmefalle ab, so ergibt sich das folgende allgemeine Resultat:

Die Anzahl aller Modulo p* inkongruenten Einheiten, welche
zu einem beliebigen Teiler d von o(p*) bzw. von ¢(2871) als
Exponenten gehoren, ist stets gleich ¢(d) bzw. gleich 2p(d).

§ 5. Die primitiven Wurzeln modulo p*. Die Theorie der
Indices fiir eine Primzahlpotenz als Modul.

Von besonderer Bedeutung sind auch fiir eine Primzahlpotenz p*
diejenigen Einheiten, welche fiir diesen Modul zu dem hd&chsten
{iberhaupt moglichen Exponenten gehoren, nimlich zu ¢ = ¢(p*)
bzw. zu ¢ = ©(2571). Diese Einheiten mdgen auch hier primitive
Wurzeln modulo p* genannt werden. Fiir, sie muf in (7) auf
vor. Seite

§=1,p°=p bzw. 27 =2?
sein. Alle primitiven Wurzeln sind also in der Form

(1) r=wer bzw. 4 '

enthalten, wo (v0,p) = 1 und (By,p — 1) =1 ist, also w = w
eine beliebige primitive Einheitswurzel bedeutet. Die Anzahl aller
modulo p* inkongruenten primitiven Wurzeln endlich ist

(2) () =elp(")) baw. @) =p(p(2"7)) =27,
Wir konnen die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
daf eine Einheit
9= 90,9192 ---
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fiir eine beliebige Primzahlpotenz p* eine primitive Wurzel ist, in
wesentlich einfacherer Weise aussprechen: Ist namlich p zunéchst
ungerade, so mufs ja

(3) g=w e’

sein. Betrachtet man diese Gleichung zunéchst modulo p und beachtet,
dak e’ =1 (mod. p) ist, so ergibt sich die notwendige Bedingung:

(4) go =w (mod. p),

d. h. ¢ muf modulo p einer der ¢(p — 1) primitiven Einheitswurzeln
kongruent sein. Ist £ = 1, so ist diese Bedingung auch hinreichend, und
wir erhalten das bereits a. S. 201 gefundene Resultat, daf die p(p — 1)
modulo p inkongruenten primitiven Wurzeln die Anfangsglieder der
primitiven Einheitswurzeln sind. Ist dagegen k& > 1, und betrachtet
man die Gleichung (3) jetzt modulo p?, so ergibt sich, da ja

"’ =1+ pyp (mod. p?)
ist, aufer (4) noch die zweite Kongruenz:

(4%) g=w(l+py) (mod. p*),

wo nur g durch p nicht teilbar sein darf. Sind umgekehrt diese beiden
Bedingungen erfiillt, so ist nach S. 214 (8) g eine primitive Wurzel
modulo p*.

Die zweite Bedingung ist nun offenbar stets und nur dann erfiillt,
wenn

g Zw (mod. p?)

ist. Wir erhalten also jetzt das einfache Resultat:
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Eine Zahl g ist stets und nur dann eine primitive Wurzel fiir
eine beliebige Potenz p* einer ungeraden Primzahl (k > 1), wenn
sie den beiden Bedingungen

g=w (mod. p), g#w (mod. p?)

geniigt, wo w irgendeine der ¢(p — 1) primitiven p-adischen
Einheitswurzeln bedeutet.

Offenbar konnen wir diese Bedingung auch so aussprechen:

Eine Zahl g = g9,91 ... ist stets und nur dann eine primitive
Wurzel fiir eine Prlmzahlpotenz p¥, wenn sie mit der reduzierten
Darstellung einer primitiven Einheitswurzel w = wo,w;... in
der ersten Stelle libereinstimmt, in der zweiten Stelle aber von
ihr abweicht.

Man findet also sicher eine primitive Kongruenzwurzel modulo p*,

wenn man in einer beliebigen primitiven Einheitswurzel die zweite
Stelle beliebig verandert; die weiteren Stellen konnen beliebig gewéahlt
oder einfach fortgelassen werden.

So folgt z. B. daraus, daf fiir die sechsten Einheitswurzeln im

Korper K(7) nach S. 194

w=346..., w®=520...

die beiden primitiven Wurzeln sind, dafs die beiden Zahlen

g=3,00..., ¢ =5,00...

primitive Wurzeln fiir jede beliebige Potenz von 7 als Modul sind.

Ebenso folgt aus der Tabelle a. S. 197, daf fiir jede Potenz von

13 als Modul z. B. 2, 6, 11 und 7 primitive Wurzeln sein miissen, da
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sie mit den vier primitiven Einheitswurzeln w = 6,19..., w°, w’, w'!

in der ersten Stelle {ibereinstimmen, in der zweiten aber von ihnen
abweichen.

Endlich konnen wir dieselbe Bedingung auch in einer Form
aussprechen, welche die vorgingige Berechnung der primitiven
Einheitswurzeln bis zur zweiten Stelle nicht voraussetzt. Ist namlich
a eine durch p nicht teilbare ganze Zahl, etwa eine der Zahlen
1,2, ... p—1, und w, die zugehodrige Einheitswurzel, so ist:

We = a+ (a” —a) + (a” —a’) + ...

und diese ist immer dann eine primitive Einheitswurzel, wenn a
modulo p zum Exponenten p — 1 gehort, wenn also a eine primitive
Kongruenzwurzel modulo p ist. Da ferner alle auf das zweite Glied
folgenden Differenzen (a?° —a?), ... nach (2*) auf S. 191 durch p?
teilbar sind, so folgt aus der obigen Gleichung die Kongruenz:

w, = a+ (a? — a) (mod. p?).

Dann und nur dann ist also @ auch modulo p? zu w, kongruent, wenn
aP? — a oder also wenn a?~! — 1 nicht blo® durch p, sondern auch durch
p? teilbar ist. Ist das nicht der Fall, so ist hiernach a eine primitive
Whurzel fiir jede Potenz p* von p als Modul.

Eine ganze Zahl a ist also dann und nur dann eine primitive
Wurzel modulo p¥, wenn sie eine primitive Wurzel modulo p ist
und wenn auRerdem (a’~! — 1) nicht durch p? teilbar ist.

So sind z. B. die beiden Zahlen ¢ = 3, ¢’ = 5 modulo 7* primitive
Wurzeln, weil sie modulo 7 zum Exponenten 6 gehoren, und weil
aufkerdem:

3% - 1=5%—1= -7 (mod. 49)
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ist, also beide Differenzen nicht durch 72 teilbar sind.
Im Falle p = 2 gehort nach (1) auf S. 216 fiir £ > 2 jede Einheit

(5) g=de" =+(1+4y+...)

modulo 2¥ zum hochsten moglichen Exponenten 2F72, fiir welche
nicht durch 2 teilbar ist. Betrachten wir diese Gleichung als Kongruenz
modulo 8 und beachten, daff alle auf das zweite Glied von e*
folgenden Summanden durch 8 teilbar sind, wahrend 4+, kongruent 4
oder kongruent Null ist, je nachdem vy eine Einheit ist oder nicht, so
ergibt sich der einfache Satz:

Eine ungerade Zahl g gehort stets und nur dann modulo 2%
zum hochsten Exponenten 272 ist also fiir diesen Modul eine
primitive Wurzel, wenn

(5%) g = 15 (mod. 8)

ist. Speziell sind also ¢ = 5 und g = 3 primitive Wurzeln fiir jede
Potenz 2, deren Exponent grofer als 2 ist.

Ist p ungerade, und g eine primitive Wurzel modulo p*, gehért
also g fiir diesen Modul zum Exponenten ¢ = ¢(p¥), so sind die ¢(p*)
Potenzen

c—1

1,9,6° ... g

lauter modulo p* inkongruente Einheiten, und da die Anzahl aller fiir
diesen Modul inkongruenten Einheiten ebenfalls gleich ¢ ist; so ergibt
sich der Satz:

Jede Einheit modulo p*, wo p eine ungerade Primzahl
bedeutet, lafst sich auf eine einzige Weise in der Form

(6) E =g (mod. p*) (e=01,.c-1)
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darstellen; wir nennen bei ein fiir allemal festgehaltener primitiver
Wurzel g ¢ den Index von £ modulo p* und schreiben
diese Beziehung

(6%) () = Ind. E.

Ist p =2, und wird k = 2 angenommen, so gehort nach (5) auf
voriger Seite modulo 2% jede Einheit

g=+e,

speziell also g = +5 zum Exponenten ¢ = 2¢72; dann stellen die
2¢ = 281 = ¢(2%) Potenzen:

1L, g, ¢ ... ¢!

_1a -9, _927 cee =g

(7) 1
lauter modulo ¢* inkongruente Einheiten dar. Denn die in einer von
jenen beiden Reihen stehenden Zahlen sind ja modulo 2* inkongruent,
und zwei in verschiedenen Reihen stehende Zahlen sind schon modulo
22 = 4 inkongruent, da ja ¢ und somit auch alle Potenzen von g
kongruent 1 modulo 4 sind, wihrend alle Zahlen —¢" der zweiten
Reihe modulo 4 kongruent —1 sind. Hier gilt also speziell fiir ¢ =5
der Satz:

Jede dyadische Einheit 18t sich modulo 2% auf eine einzige
Weise in der Form:

(8) E = (-1’5 (mod. 2°) (2Z7] )

e=0,1,...c—1

darstellen. Wir nennen hier das Ziffernsystem (d,¢) den Index
von E modulo 2% und schreiben diese Beziehung

(8%) (6,) = Ind. E.
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Der Index () einer Einheit £ modulo p* beziehungsweise das
Indexsystem (6, ¢) modulo 2* hat ganz dieselben Grundeigenschaften,
wie der Logarithmus einer beliebigen p-adischen Zahl fiir den Bereich
von p. Um dies deutlicher hervortreten zu lassen, will ich auch hier die
Gleichheit zweier Indizes sowie die Addition derselben ganz &hnlich
wie dort definieren und dann zeigen, dafs die Indizes der Einheiten
genau denselben Gesetzen gehorchen, wie die Logarithmen der Zahlen.

Zwei Indizes (£) und (¢') fiir eine ungerade Primzahlpotenz p*
sollen gleich heifen ((¢) = (¢')), wenn ihre Zahlenwerte sich
nur um ein Vielfaches von ¢ = (p*) unterscheiden, wenn also

9) e=¢' (mod. (p—1)p*")

ist. Zwei Indexsysteme (§,¢), (&',¢') fiir eine Potenz 2% heifen
gleich, wenn ¢ und &’ modulo 2, ¢ und &’ modulo ¢ = (2F71) = 2k2
kongruent sind. Die Gleichung (d,¢) = (¢’,¢’) ist also nur ein
anderer Ausdruck fiir das Bestehen der Kongruenzen:

(9%) § =46 (mod. 2), ¢=¢" (mod. 2"72).

Ferner definiere ich die Summe bzw. die Differenz zweier Indizes
durch die Gleichungen

9% (e)x()=(c£€), (b,e)E(8,e)=0£,exe).

Dann bestehen auch hier die folgenden Séatze, durch die das
Rechnen mit den Indizes vollsténdig und hochst einfach geregelt wird:

Zwei Einheiten modulo p

b=g¢® und ¥ =g” (mod. p*)
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sind, falls p ungerade ist, stets und nur dann modulo p*
kongruent, wenn ihre Indizes (5) und (') gleich, d. h. wenn ihre
Indexexponenten 3 und B’ modulo ¢ = ¢(p*) kongruent sind;
und das entsprechende gilt fiir die Indizes von zwei modulo 2*
kongruenten dyadischen Einheiten.

Sind
b=g¢® ¥V =¢” (mod. p)

zwei beliebige Einheiten, also (8) und (f) ihre Indizes, so folgt aus
den Kongruenzen:

/ b _ Al
b = g#t7> u= ¢°%" (mod. p")
der Satz, welcher mit dem entsprechenden fiir die Logarithmen genau

ibereinstimmt:

Der Index eines Produktes ist gleich der Summe der Indizes
seiner Faktoren; der Index eines Quotienten ist gleich der Differenz
der Indizes von Zéhler und Nenner.

In der Tat folgt ja aus den beiden obigen Kongruenzen:
Ind. (bb") = (B + ') =Ind. b+ Ind. ¥,

Ind. <g> =(B—p)=1Ind. b—1Ind. V.

Aus den entsprechenden Kongruenzen:

b= (—1)°5° V= (-1)"5"
/ / b ! / (mOd 2k)
bb/ = (_1)5+5 56+€ y = (_1)(5—5 56—6
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folgt, dafs derselbe Satz auch fiir p = 2 richtig ist.

Bei der Untersuchung von Kongruenzen fiir eine bestimmte
Primzahlpotenz p* als Modul ist es vorteilhaft, ganz wie bei
den Logarithmen auch hier Tafeln, sogen. Indextafeln zu benutzen
und zwar immer ein Paar von Tafeln, von denen die eine
nach den Zahlen (Numeri) b, die andere nach den Indizes 0
geordnet ist; fiir den Zahlentheoretiker sind solche Tabellen geradezu
unentbehrlich. C. G. J. Jacobi hat so einfache Methoden zur
Berechnung solcher Tabellen angegeben, dafs er zur Herstellung eines
umfangreichen derartigen Tafelwerkes, des ,Canon arithmeticus®, der
alle Primzahlen und alle Primzahlpotenzen unter 1000 berticksichtigt,
einen Artillerieunteroffizier anleiten konnte. Als Beispiel diene folgende
Tabelle, in der p = 13, g = 2 angenommen ist:

b=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
g=0 1 4 2 9 5 11 3 8 10 7 6
g=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
b=1 2 4 &8 3 6 12 11 9 5 10 7

Aus der ersten Tabelle findet man zu jeder Einheit b den
zugehorigen Index [, aus der zweiten zu jedem Index [ die
zugeordnete Zahl b. Die erste liefert also die Losung jeder Kongruenz
g* = b (mod. 13), die zweite die Losungen aller Kongruenzen
y = ¢ (mod. 13).

Z.B. ist also fiir p =13 und g = 2: Ind. 9 = 8, Ind. 10 = 10,

daher Ind.(9-10) =8+ 10 = 6 (mod. 12), Ind. (%) =8—-10=
—2 = +10 (mod.12), also folgt aus der zweiten Tabelle:

9
9-10 =12 (mod. 13), i 10 (mod. 13).
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Ferner findet man z. B. fiir die Primzahlpotenz 27 = 33, fiir welche
c=p(3%) =2-32 =18 ist, und wo als primitive Wurzel 2 genommen
werden kann, die beiden folgenden Tabellen (vgl. a.a. O. a.S. 278),
deren Einrichtung leicht verstandlich ist

Numeri Indizes
L{0[1]2|3|4(5(6|7|8]9| IN.JJO|1]|2]|3|4|5|6|7|8]9
1124|816/ 5(10(20{13|26 O|1|-12|5|-|16]3] -
1.1|25|23(19(11|22(17| 7 |14 1(/6(13] - |8|17| - |4 |15] - |12
7\ -(14|11| - [10]| 9

Die erste Tabelle gibt zu allen Indizes der Reihe 0, 1, 2, ... 17
die Numeri, die zweite zu allen Einheiten aus der Reihe 1, 2, ... 26
die Indizes. In der zweiten Tabelle fehlen bei den Vielfachen von 3
natiirlich die Indizes, da sie ja modulo 27 keine Einheiten sind.

Fiir den Modul 27 ergibt sich z. B. aus der zweiten Tabelle

Ind. 13 =38, Ind. 10 =6,

also mit Hilfe der ersten Tabelle:

Ind. (10-13) = 14 = Ind. 22, Ind. (%) =2 =Ind. 4, (mod. 18)

13 16
Ind. (1—0> =16-2 =14 = Ind. 22 (mod. 18).

Also erhélt man die Kongruenzen modulo 27:

13 13\

von denen wenigstens die beiden ersten leicht direkt nachgepriift
werden konnen.
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Um ein Indexsystem modulo p* aufzusuchen, muf man eine feste
primitive Wurzel ¢ wihlen; nimmt man fiir den ndmlichen Modul p*
eine andere primitive Wurzel ¢’ und bestimmt das zu dieser gehorige
Indexsystem, so erscheinen letzterem gegeniiber alle Indizes des ersten
Systems mit einer und derselben Zahl, ndmlich dem Index von ¢
in bezug auf das erste System, multipliziert, ganz ebenso wie beim
Ubergang von einem Logarithmensystem zu einem andern. In der Tat,
ist ¢’ = g* (mod. p¥), so ist ja fiir denselben Modul ¢’ = ¢g*#".

Wiéhrend sich bei dieser Transformation aber im allgemeinen die
Indizes der einzelnen Zahlen &ndern, bleiben fiir einen beliebigen
ungeraden Modul p* zwei Indizes stets fiir jede primitive Wurzel
unverdndert. Es ist nadmlich fiir eine beliebige primitive Wurzel
g = wePr

c p=l 5 p=1\? p—1
P =1, gz=gz" = (w > @2 = 1 (mod. p),
p—1
da nach S. 189 unten w 2 = —1 und p*~! ungerade ist; also ist stets
(10) Ind. (1) =0, Ind. (—1)= g

§ 6. Anwendungen: Der Wilsonsche Satz fiir eine beliebige
Primzahlpotenz. Lineare Kongruenzen im p-adischen
Zahlkorper.

Ich benutze die Exponentialdarstellung der Einheiten modulo p*
um den verallgemeinerten Wilsonschen Satz zu beweisen:

Das Produkt aller modulo p* inkongruenten Einheiten ist fiir
diesen Modul kongruent —1, wenn p ungerade, kongruent +1,
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wenn p = 2 ist. Eine Ausnahme macht nur der Modul 22, denn
fiir ihn ist ja das Produkt 1 -3 kongruent —1.

Stellt man némlich alle jene Einheiten modulo p* als Potenzen
einer primitiven Wurzel g dar, so ergibt sich fiir ein ungerades p unter
Benutzung von (10)

c—1

(1) [IE = g"+2++eD = <g§) = (—1)*"L = —1 (mod. p¥)

da (¢ — 1) ungerade ist.
Im Falle p = 2 ergibt die Darstellung (7) auf S. 221 aller Einheiten
modulo 2%, da ¢ = 2¥72 fiir k > 2 gerade ist, die Kongruenz:

(1a) HE = (_1)C(g1+2+...+(6—1))2 _ +<gc)c—1 =41 (mod. 21.3)7

und damit ist der Wilsonsche Satz allgemein bewiesen.

Auch ohne Benutzung der primitiven Wurzeln folgt die Richtigkeit
des Wilsonschen Satzes sofort aus der Exponentialdarstellung der
Einheiten £ modulo p*. In der Tat ist ja fiir ein ungerades p jede
Einheit

E,s = w,.e”® (mod. p") <r=1,2,...p1 >
s " s=0,1,...(pF 1 —1)
wo wi, W, ... Wy die (p— 1)-ten Einheitswurzeln mit den
Anfangsgliedern 1, 2, ... p— 1 sind. Dann ist zunéchst das fiir ein
bestimmtes 7 auf alle p*~! Werte von s erstreckte Produkt:

pk71—1

HErs = H w, el = wfk—l ) ep(1+2+...+(pk71_1))

(2) (s) =0
Rp -1 .
=w.e” 2 =w, (mod. p*)



Achtes Kapitel. 228

da ja w? = w,, also auch wfk = w,, und der Exponent von e durch p*
teilbar ist. Multipliziert man in dieser Gleichung noch iiber alle Werte
von r und beachtet, dals wjw,...w,_; = —1 ist, so ergibt sich in der
Tat:

[TI1E:s = —1 (mod. p*).

Ganz ebenso wird der Wilsonsche Satz fiir eine Potenz 2* von 2
als Modul bewiesen, falls k& > 2 ist. Denken wir uns hier alle Einheiten
in der Form (2*) a. S. 212 dargestellt:

1B, =+ (mod. p*) (s=0,1,...(2F=2—1))

und multiplizieren zuerst die 2~2 Einheiten mit demselben Vorzeichen
+1 oder —1, so erhélt man

[[(F)Es = (:I:l)Qk_2 224+ (2572 1))
(2%) (s)
=20 = L2 (mod. 25),

da der Exponent von e kongruent 2¥~! modulo 2¥ ist. Also wird das
Produkt jener beiden Teilprodukte kongruent e22" = 41 (mod. 2).
Aus den beiden in (2) und (2*) abgeleiteten Kongruenzen:

[1Ers = w, (mod. p*)
(s)

[[£E, =1 (mod. 2*71)
(s)

ergeben sich noch die beiden folgenden interessanten Sétze:

Das Produkt aller modulo p* inkongruenten Einheiten, welche
fiir diesen Modul kongruent r, welche also von der Form np + r
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sind, ist fiir denselben Modul der zugehorigen Einheitswurzel w,
kongruent.

Das Produkt aller derjenigen modulo 2% inkongruenten
Einheiten, welche von der Form 4n + 1 bzw. 4n + 3 sind, ist
modulo 2¢~! kongruent 1.

Als letzte Anwendung der bisher durchgefithrten Betrachtungen
l6se ich die allgemeine lineare Kongruenz

(3) AX = A" (mod. M)

auf, in welcher A, A’ und der Modul M beliebige ganze oder
gebrochene p-adische Zahlen sein konnen, und bestimme die Anzahl
ihrer modulo M inkongruenten Losungen. Hierzu gebe ich zuerst
die allgemeinste Definition der Kongruenz zweier p-adischen Zahlen
fiir einen beliebigen p-adischen Modul M, welche vollstdndig mit
der friiher fiir eine beliebige Potenz p* von p als Modul gegebenen
iibereinstimmt und sofort auf diese zuriickgefiihrt werden kann:

Zwei Zahlen B und B’ heifen kongruent fiir den
Modul M, wenn ihre Differenz durch M teilbar ist.

Hiernach ist also genau wie a. S. 49 unten die Kongruenz:
(4) B =B (mod. M)

nur ein anderer Ausdruck fiir das Bestehen einer Gleichung:
(4%) B'= B+ MG,

in der GG eine beliebige ganze g-adische Zahl bedeutet. Ist M = p™FE,
wo E eine Einheit bedeutet, so geht die Gleichung (4%) in

(4%) B =B+ p"EG =B+ p"G
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iiber und sie ist dann und nur dann erfiillt, wenn G = EG ebenfalls
eine ganze p-adische Zahl, wenn also

(4°) B'= B (mod. p™) oder (mod. |M])
ist, wo |M| den absoluten Betrag von M bedeutet; somit ergibt sich

der Satz:

Die Kongruenz (4) fiir den p-adischen Modul M ist stets und
nur dann erfiillt, wenn sie fiir seinen absoluten Betrag besteht.

Da endlich die Gleichung (4*) bestehen bleibt, wenn man sie mit
einer beliebigen von Null verschiedenen Zahl C' multipliziert oder sie
durch C dividiert, so folgt der Satz:

Eine Kongruenz:
(4) B = B’ (mod. M)

bleibt richtig, wenn man sie mit einer p-adischen Zahl C' # 0
multipliziert oder dividiert, vorausgesetzt, daft ihr Modul in
derselben Weise umgeformt wird; erfiillen also B und B’ die
Kongruenz (4), so ist fiir jede von Null verschiedene Zahl C:

B B M
d — ! - = J—
49y  CB=CB' (mod. CM), C=7C (mod. C) .

Aus der obigen Kongruenz (1) ergibt sich nun durch Anwendung
von (49) und (4°)

A M
(5) Xzzzxo <mod. ‘ZD,
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M
wo x( also modulo ‘Z‘ eindeutig bestimmt ist. Daher geniigt X dann

und nur dann der Kongruenz (1), wenn
M
X = —

ist, wo GG eine beliebige ganze Zahl bedeutet.
Wieviele unter diesen Zahlen (6) sind nun modulo M inkongruent?
Sollen zwei Losungen

M M
JIQ—F‘Z‘G und .Io‘f”z’G,
modulo M kongruent sein, so gilt fiir ihre Differenz:

‘%‘ (G' = G) =0 (mod. |M])

M
oder nach Division mit ‘Z‘

G' =G (mod. |A)).

Also sind alle und nur die modulo M inkongruenten Ldsungen der
vorgelegten Kongruenz (1) in der Form:

A M
Z*’Z‘G

enthalten, in der G ein vollstindiges System aller modulo |A] = p®
inkongruenten ganzen Zahlen durchlauft.
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Ist die Ordnungszahl a von A positiv, so ist die Anzahl aller
modulo p* inkongruenten ganzen Zahlen

G=go+ap+-+ga1p""

gleich p® = [A[; ist dagegen a = —a <0, so sind alle ganzen Zahlen G

modulo p~® kongruent; in diesem Falle hat also unsere Kongruenz nur
!/

die eine Los = —.
ie eine ung x "
Die Anzahl aller modulo M inkongruenten Losungen der
Kongruenz

AX = A" (mod. M)

ist also gleich |A| oder gleich 1, je nachdem A ganz oder gebrochen
ist; jene Anzahl ist also stets gleich dem kleinsten gemeinsamen
Vielfachen [1,|A|] von 1 und |A].

Ich untersuche jetzt, ob die Kongruenz
(1) AX = A" (mod. M)

ganzzahlige Losungen besitzt, und, falls dies der Fall sein sollte,
wie grofs ihre Anzahl ist. Dabei kann ich voraussetzen, daft A, A’ und
M von nicht negativer Ordnung sind; denn durch Multiplikation der
Kongruenz (1) mit einer geeigneten Potenz von p kann die allgemeinste
Kongruenz leicht auf diesen Fall reduziert werden.

Ferner kénnen und wollen wir |A| > |M| voraussetzen; denn fiir
|A| < |M| wird ja die Kongruenz 0-X = A’ (mod. M) nur in dem
trivialen Falle durch ganzzahlige X befriedigt, dafs A’ = 0, dak also
auch |A'| < |M]| ist, und dann durch alle p™ = |M| modulo M
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inkongruenten ganzen Zahlen. Ist dagegen |A| > |M]|, so ist in der
allgemeinen Losung:

X =4 |=
A A

der zweite Summand ganz; also besitzt unsere Kongruenz stets und nur
!/

G

dann eine ganzzahlige Losung, wenn auch — ganz, wenn also A" durch

A teilbar ist, und nach dem allgemeinen Resultate hat sie dann genau
p* = |A| modulo M inkongruente ganzzahlige Losungen. Bezeichnen
wir wieder durch (A, M) = (p®,p™) den grofsten gemeinsamen Teiler
von A und M, d. h. die niedrigere von den beiden Potenzen p® und p™,
so hat die Kongruenz (1) in jedem der beiden unterschiedenen Félle
stets und nur dann eine Losung, wenn A’ durch (A, M) teilbar ist;
und sie besitzt dann genau (A, M) modulo M inkongruente Losungen.

Wir wollen jede Losung der Kongruenz AX = A’ (mod. M) als

einen Wert des Quotienten — modulo M bezeichnen

und A"’ und A den Zadhler und den Nenner desselben nennen.
Dann konnen wir das Gesamtergebnis der letzten Untersuchung

folgendermafen aussprechen:
/

Der Quotient 1 besitzt modulo M stets und nur dann einen

ganzzahligen Wert, wenn sein Zahler A’ durch (A, M) teilbar ist,
und zwar hat er dann genau (A, M) modulo M inkongruente
Werte, welche sich um Multipla von |M/A| unterscheiden.

So hat z. B. fiir den Bereich von 3 die Kongruenz
18X =63 (mod. 81)

mindestens eine ganzzahlige Losung, weil 63 durch (18,81) = 9 teilbar
ist. Alle modulo 81 inkongruenten Wurzeln dieser Kongruenz sind in
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der Form:

63 81 7
X = — _ —
18+’18n 2—|—9n

7 81
enthalten, wo 5 modulo |—| = 9 bestimmt ist, also gleich 8 gesetzt

18
werden kann und wo n ein vollstdndiges Restsystem modulo |18| =9,
also etwa die Zahlenreihe 0, +1, 42, 43, +4 durchlauft. Die sdmtlichen
9 Losungen X = 8 + 9n sind hiernach:

—-28, —19, —10, —1, +8, +17, +26, + 35, +44.
Ebenso besitzt fiir den Bereich von 2 die Kongruenz:
12X =40 (mod. 32)

die Losungen:
40 32

BECREED)

10
n=—148
n 3—|—n,

1
wo — modulo 8 kongruent 6 ist, und n ein vollstindiges Restsystem

modulo |12| = 4 durchlduft. Die vier modulo 32 inkongruenten
Losungen jener Kongruenz sind also 6, 14, 22, 30.

Schlieftt man den trivialen Fall, daft A durch M teilbar ist, aus, so
spricht sich das auf vor. S. abgeleitete Schlufsresultat einfacher so aus:

Die Kongruenz
AX = A" (mod. M)

besitzt stets und nur dann ganzzahlige Losungen, wenn A’ durch
|A| teilbar ist, und zwar hat sie dann genau |A| modulo M
inkongruente Wurzeln, welche sich um Multipla von |M/A|
unterscheiden.



Neuntes Kapitel.

Die Elemente der Zahlentheorie im Ringe
der g-adischen Zahlen.

§ 1. Die elementaren Rechenoperationen im Ringe der
g-adischen Zahlen.

Im fiinften Kapitel (S. 106 ff.) war gezeigt worden, wie
sich die Untersuchung aller g-adischen Zahlen fiir eine beliebige
zusammengesetzte Grundzahl ¢ vollstindig auf die Betrachtung
derjenigen Koérper K(p), K(q), ... K(r) reduzieren lafkt, deren
Grundzahlen p, ¢, ... r die sémtlichen in g enthaltenen verschiedenen
Primzahlen sind. Ich will jetzt zeigen, wie einfach sich die genauere
Untersuchung der Zahlen des g-adischen Zahlringes R(g) auf Grund
der im vorigen Kapitel fiir die p-adischen Zahlkérper gewonnenen
Resultate gestaltet.

Im fiinften Kapitel hatte sich als Hauptresultat ergeben, dafs
alle g-adischen Zahlen auf eine einzige Weise entweder in der sogen.
additiven oder in der multiplikativen Normalform darstellbar sind. Die
letztere Art werden wir im folgenden wesentlich benutzen; daher sollen
die vorher gefundenen Sétze hier noch einmal ausgesprochen werden:

Ist g eine beliebige ganze Zahl, und sind p, ¢, ... r alle
ihre verschiedenen Primfaktoren, so ist jede g-adische Zahl auf
eine einzige Weise in der sogen. multiplikativen Normalform
darstellbar:

A=22,...2, (9).

Hier sind die g-adischen Zahlen 2, 2A,, ... 2., die sogen.
Komponenten von A, eindeutig durch die Bedingungen
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bestimmt, dafs z. B. fiir die erste:
A, =A(p), A,=1(q), ... ~A,=1(r)

ist, wahrend fiir die iibrigen entsprechende Bestimmungsgleichungen
bestehen. Sind umgekehrt:

g, -.. Qp

beliebig vorgegebene p-adische, ¢g-adische, ... r-adische Zahlen, so
gibt es eine einzige g-adische Zahl A, welche fiir die Bereiche von
P, q, ... 7 bzw. gleich a,, ag, ... a, ist.

Aus diesem Satze folgte sofort der weitere:
Sind
A=2022,...2; B=3B,8,...8,

zwei beliebige g-adische Zahlen in der Normalform, so ist:
AB = (2,8,)(A,B,) ... (A4,.B,)

die Darstellung ihres Produktes in der Normalform.

Aus den Untersuchungen des vierten Kapitels hatte sich a. S. 82
unten ergeben, dafs im Bereiche der g-adischen Zahlen die Grundgesetze
[)-VI) des ersten Kapitels unbeschrénkt gelten. Wéhrend aber in dem
Ringe R(g) die Subtraktion unbeschriankt und eindeutig ausfiihrbar
ist, gilt dasselbe nicht fiir die Division; es ist jetzt aber leicht,
die Divisionsregeln in diesem Ringe ebenfalls vollstindig und einfach
anzugeben.

Sind nédmlich A und B zwei beliebige g-adische Zahlen, so wollen
wir auch hier jede g-adische Zahl X, welche der Gleichung:

(1) AX = B (9)
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geniigt, durch

(12) x=Z (9)

A
bezeichnen und sie einen Quotienten von B und A oder
einen Bruch nennen, dessen Zahler B, dessen Nenner A ist. Ist
wieder

A=22,...%: B=9,%8, 9B,

die Darstellung von A und B in der Normalform, und ist
X = X, X, ... X, dieselbe Darstellung fiir die unbekannte Zahl X, so
sind ihre Komponenten durch die Forderungen bestimmt, dafs z. B. X,
den Gleichungen:

(2) A,X, =B, (p), Xp=1(q), ... Xp=1(r)

gentigen mufs, deren erste sich aus der Betrachtung der Gleichung (1)
fiir den Bereich von p ergibt, wiahrend die letzten erfiillt sein miissen,
damit X, eine p-Komponente sei. Fiir die anderen Komponenten
bestehen die entsprechenden Gleichungen:

(2%)
Sind umgekehrt fiir ein System (X, X, ... X,) von g-adischen Zahlen
die Gleichungen (2) und (2*) sédmtlich erfiillt, so besteht fiir die
aus ihnen multiplikativ zusammengesetzte Zahl X die Gleichung (1).
Sind endlich (X, X,...X,) und (X, X/,... X]) zwei verschiedene
Losungen von (2) und (2?), so sind die ihnen entsprechenden Losungen
X und X'’ ebenfalls verschieden, da eine g-adische Zahl X durch ihre
Komponenten (X, X,,...X,) eindeutig bestimmt ist.
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Wir brauchen daher nur zu untersuchen, wie viele und welche
Losungen die Gleichungssysteme (2) und (2%) fiir die verschiedenen
Komponenten X,, X,, ... X, haben, und dabei kénnen wir uns auf
die eine Komponente X, und die sie bestimmenden Gleichungen (2)
beschrénken.

Wir wollen nun é&hnlich wie vorher jede Losung X, der
Gleichungen (2) durch

(3) Xp =5

bezeichnen, und sie einen Bruch oder einen Quotien-
ten der beiden p-Komponenten B, und 2, nennen;
B, heike wieder der Zahler, 2, der Nenner dieses Bruches.
Dann ist also jeder Wert jenes Bruches durch die Bedingungen

‘B ‘B ‘B
3? A, (=L ) =B L =1 o =E=1
@ (3] =B 1w 210
bestimmt. Entsprechend sollen die Losungen X, ... X, der
Gleichungen (2*) bzw. durch %, ir bezeichnet werden. Dann
q T

besteht also der Satz:
Sind
A=2,-A,...2A,, B=B,-B,...B,
zwei beliebige g-adische Zahlen in der Normalform, so ist
B_%, B, 3,

@ Rl =

die Darstellung eines jeden Wertes ihres Quotienten in der
Normalform, falls solche Werte tiberhaupt existieren.
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Wir haben jetzt also zu untersuchen, ob fiir beliebig gegebene
g-adische Zahlen A und B bzw. fiir beliebige p-Komponenten 2,
und ‘B, die Gleichungen:

(5) A, X, =B, (p), Xp=1 (@), - Xp=1(r)

B
Losungen X, = Ql_p haben, und, falls dies der Fall ist, welches diese

p
sind. Diese Gleichungen besitzen nun stets und nur dann Losungen X,
wenn die erste von ihnen allein solche hat, und jeder Losung §, dieser
einen Gleichung:

(5a) 2,6, =B, (p)

entspricht eine eindeutig bestimmte Losung X, der Gleichungen (5).
Ist namlich ,, eine p-adische Zahl, welche eine Losung von (5%) ist, so
gibt es ja nach S. 107 (2) eine einzige g-adische Zahl X,,, fir welche
die Gleichungen

Xp:gp(p)v szl(q)ﬂ"' szl(r)

samtlich erfiillt sind, welche also eine Losung von (5) ist.

Da nun der Bereich K(p) der p-adischen Zahlen einen Korper
bildet, so besitzt die Gleichung (5*) stets eine eindeutig bestimmte
Losung, wenn 20, # 0 (p), wenn also der Wert von A fiir den Bereich
von p von Null verschieden ist, oder, was dasselbe ist, wenn A nicht
den zu p gehorigen Primteiler O, der Null enthalt.

In diesem Falle ist also:
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eindeutig bestimmt. Gilt das entsprechende fiir alle Komponenten
A,, ... A, sind also die Werte von A fiir den Bereich aller in g
enthaltenen Primzahlen von Null verschieden, enthélt mithin A keinen
einzigen Primteiler der Null, so sind hiernach alle Komponenten

B B, B . : .
Ql: R von T also auch 1 selbst, eindeutig bestimmt.

B
Der Quotient — zweier g-adischen Zahlen ist also eine

eindeutig bestimmte g-adische Zahl, wenn der Nenner A keinen
Primteiler der Null enthélt. In diesem Falle ist hiernach die
Division stets unbeschrankt und eindeutig ausfiihrbar.

Es moge jetzt
A=02,...2,

einen, etwa den zu p gehdrigen Primteiler der Null enthalten,
wahrend die iibrigen Komponenten beliebig sein kénnen. Dann geht
die Gleichung (5%) zur Bestimmung der p-Komponente von X iiber in

0'51) = SB10 (p)a

und diese besitzt dann und nur dann iiberhaupt eine Losung, wenn
auch B, =0 (p) ist, wenn also

B=0,B,...%B,

ebenfalls den zu p gehorigen Primfaktor der Null enthélt. Ist das aber
der Fall, so wird die Gleichung

O-fPZO(p)
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durch jede p-adische Zahl erfiillt. Daher werden die zugehorigen
Gleichungen:

X, =& (p), Xp,=1(q), ... X,=1(n)

zur Bestimmung der p-Komponente von X durch jede g-adische Zahl
befriedigt, deren p-Komponente ganz beliebig ist, wiahrend sie fiir den
Bereich von ¢, ... r gleich 1 wird. In diesem Falle hat also diese
p-Komponente:

(6) Xp=5- =7

unendlich viele Werte, sie erscheint hier in der unbestimmten Form

—2 einer p-Komponente, welche fiir den Bereich von p jeden Wert

arfnehmen kann. Ist dagegen A, = O,, B, # O,, so besitzt die
Gleichung (5*) innerhalb R(g) keine Losung, und das Gleiche gilt in
diesem Falle von der ganzen Gleichung AX = B (g), da dann X eben
keine p-Komponente besitzen kann. Auch hier wollen wir die Zahlgrofse

einfiihren, aber dabei bemerken, daf sie nicht im Ringe R(g) der
g-adischen Zahlen vorkommt. Entsprechendes gilt natiirlich fiir die
iibrigen Komponenten. Wir koénnen also das Schlufsresultat unserer
Untersuchung folgendermafen aussprechen:

Der Quotient:

&LS&

hS]

| o
B
2|8
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zweier g-adischen Zahlen ist stets und nur dann eindeutig
bestimmt, wenn der Nenner keinen Primteiler der Null enthélt.
Besitzt dagegen der Nenner A gewisse von den Primteilern der
Null, so existiert der Quotient B/A stets und nur dann, wenn
der Zahler mindestens dieselben Primteiler enthéalt, und dann
kann fiir die zugehoérigen in unbestimmter Form erscheinenden
Komponenten

O O

—L2 bzw. =2, ...

Op Oq
jede beliebige p- bzw. ¢-Komponente gesetzt werden. Ist dagegen
auch nur ein Komponentennenner ein Primteiler der Null, ohne

daft fiir den zugehorigen Komponentenzdhler dasselbe gilt, so

existiert dieser Bruch 1 im Bereiche der g-adischen Zahlen nicht.

So ergibt sich z. B. die vollstdndige Losung der Gleichung
(7) AX =0 (g)

in der Form:
x=9_09 Oy O
A A A, A
und liefert stets mindestens eine g-adische Zahl X, wie auch A
beschaffen sein mag. Enthélt A keinen Primteiler der Null, so ist
X =0 die einzige Losung der obigen Gleichung, d. h. in diesem Falle
ist AX nur dann Null, wenn X = 0 ist. Ist dagegen z. B. 2, = O,, so
gibt es unendlich viele verschiedene Losungen unserer Gleichung (7),
die alle in der Form:
x=% G O
o, A, A

enthalten sind.
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Ferner liefert die Gleichung:
(7%) AX =1

fiir X die Losung
1 1, 14 1,
A A, A, A,

und diese existiert stets und nur dann im Ringe R(g) und ist dann
eindeutig bestimmt, wenn A keinen Primteiler der Null enthalt.

Ich bemerke endlich noch, daf z. B. die g-adischen Zahlen, welche
rationalen Zahlen m gleich sind, niemals einen Primteiler der Null

enthalten konnen; denn eine solche Zahl miifite ja, wenn sie z. B. den
Divisor O, besife, durch jede noch so hohe Potenz von p teilbar sein,
was nur fiir die Zahl Null der Fall ist. Der Bereich aller derjenigen
g-adischen Zahlen, welche den rationalen Zahlen gleich sind, bildet
also einen Korper, da ja in ihm neben den drei anderen elementaren
Rechenoperationen auch die Division unbeschriankt und eindeutig
ausfiithrbar ist.

Endlich mégen die entsprechenden Resultate fiir die Darstellung
der g-adischen Zahlen in der additiven Normalform wenigstens kurz
erwihnt werden: Sind

A=A, +A,+--+A, B=B,+B,+-+B,

zwei beliebige in der additiven Normalform dargestellte g-adische
Zahlen, so sind die Summe, die Differenz, das Produkt und der
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Quotient derselben durch die Gleichungen bestimmt:

A+B:(Ap"‘Bp)+(Aq+Bq)+"'+(Ar+Br>
A-B=(A,—By)+ (A —By) +---+ (A4 — B,)

(8) AB = A,B,+A,B,+ -+ A.B,
B B, +B L +BT
A A A A,

In diesen vier Gleichungen sind z. B. die p-Komponenten diejenigen
g-adischen Zahlen, welche fiir den Bereich von p bzw. gleich

A+ B, A—B, AB, g,

dagegen fiir den Bereich aller iibrigen Primzahlen gleich Null sind.
Auch hier sind diese Komponenten fiir A+ B, A — B, AB immer

B
eindeutig bestimmt. Fiir den Quotienten 1 dagegen sind diese

Komponenten stets und nur dann eindeutig bestimmt, wenn keine
einzige der Nennerkomponenten A,, A, ... A, Null ist, wenn also
der Nenner keinen einzigen Primteiler der Null besitzt. Ist dagegen

B
z. B. A, =0, so existiert der Bruch 1 stets und nur dann in R(g),
0 0
wenn auch B, = 0 ist, und in diesem Falle stellt das Symbol 0—p =3
P
jede g-adische Zahl dar, deren p-adischer Wert ganz beliebig sein
kann, wihrend sie fiir den Bereich von ¢, ... r gleich Null ist. Die
Beweise dieser Sétze sind genau ebenso zu fithren wie dies fiir die

multiplikative Darstellung der Zahlen geschehen ist.
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§ 2. Der absolute Betrag, die Einheitswurzel und die
Haupteinheit einer g-adischen Zahl.

Ich benutze nun die Darstellung der g-adischen Zahlen in der
multiplikativen Normalform, um zunéchst die Begriffe des absoluten
Betrages einer Zahl, ihrer Einheitswurzel und ihrer Haupteinheit von
den p-adischen auf die allgemeinsten g-adischen Zahlen zu iibertragen.

Ist

(1) A=209,...2, ()

die Darstellung einer beliebigen g-adischen Zahl in der Normalform,
so ist jede ihrer Komponenten, z. B. 2, eindeutig durch ihren Wert
fiir den Bereich von p bestimmt, oder also durch die p-adische Zahl a,,
welcher 2, oder auch A selbst fiir den Bereich von p gleich ist. Jede
solche p-adische Zahl a, konnten wir nun fiir den Bereich von p
eindeutig in der folgenden Form darstellen:

(2) ap = p*rwpkp, (p).

Hier bedeutet p*» = |a,| den absoluten Betrag der Zahl a,, also
a, die Ordnungszahl derselben, w, die ihr zugehorige (p — 1)-te
Einheitswurzel oder fiir p = 2 eine der Einheiten +1, und £, die
zugeordnete Haupteinheit modulo p bzw. modulo 4.

Um nun die der p-adischen Zahl a, entsprechende g-adische
p-Komponente 2, in derselben Weise darzustellen bezeichne ich jetzt
durch

p, w, und FE,
diejenigen eindeutig bestimmten g-adischen Zahlen, welche fiir den
Bereich von p bzw. gleich

p, w, und £,
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sind, wéhrend sie fiir die Bereiche von ¢, ... 7 alle den Wert
Eins haben. Dann ist offenbar die Komponente 2, folgendermafen
dargestellt:

(2a) le :Z;apI_UpEp (g)
Macht man die entsprechenden Festsetzungen fiir die anderen Bereiche
von ¢, ... r und stellt dann die Werte a4, ... a, von A fiir diese

Bereiche analog dar, wie das in (2) fiir a, geschehen ist, so erhélt man

fir A, ... A, die Gleichungen:
Ay = &aqaqEq
(3) : (9),
A =7row, B,

und durch Multiplikation aller dieser Gleichungen ergibt sich endlich
die folgende einfache Darstellung einer beliebigen g-adischen Zahl A:

(4) A=20,2,...92 = GuE,

WO:

(4%)
G:];Oépgaq...;ar7 w:z;paq”‘ira E:Equ”‘ET

gesetzt ist.

Die g-adische Zahl G ist eindeutig dadurch bestimmt, daf sie fiir
den Bereich einer jeden Primzahl p, ¢, ... r gleich dem absoluten
Betrage von A fiir den Bereich derselben ist; und ebenso sind w und F
die g-adischen Zahlen, welche fiir die Bereiche von p, ¢, ... r gleich der
zu A gehorigen zugeordneten Einheitswurzel bzw. der entsprechenden
Haupteinheit sind. Aus diesem Grunde soll im folgenden

(5) G =|A| =pog® . 7
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der absolute Betrag der g-adischen Zahl heifen,
und w und FE nenne ich ihre Einheitswurzel und ihre
Haupteinheit.

Die beiden letzten Bezeichnungen werden dadurch gerechtfertigt,
daf w in der Tat eine gewisse g-adische Einheitswurzel und E eine
Haupteinheit fiir einen gewissen leicht angebbaren Modul gy ist. Es
gehort namlich in der Gleichung w = w pt_u q-- .w, jeder der Faktoren
rechts, z. B. w p, fiir den Bereich von g zu einem Exponenten d,,
welcher ein Teiler von p — 1 oder von 2 ist, je nachdem p ungerade
oder gleich 2 ist; denn es ist ja dann und nur dann

wir =1 (g),
wenn dieselbe Gleichung fiir den Bereich von p erfiillt ist, da sie fiir
die Bereiche von ¢, ... r fiir jedes d, besteht. Es ist also d, einfach
der Exponent, zu dem die p-adische Einheitswurzel w, gehort. Sind
nun dy, dg, ... d, die Exponenten, zu denen Z_Up, I_Uq, ... w, gehoren,
und ist
d=|d,,dg,...d]

ihr kleinstes gemeinsames Multiplum, so geniigt w fiir den Bereich von
g der Gleichung

W = (@m0, 0 = wlwl. wt=1 (),
weil dieselbe Gleichung fiir jeden der Faktoren w z, ... w? fiir sich

erfiillt ist; also ist w wirklich eine g-adische Einheitswurzel; ferner
gehort aber w auch zu diesem Exponenten d, denn eine Potenz:

w! =wlwd . wd (g)

kann nur dann gleich Eins sein, wenn jede der rechts stehenden
Potenzen fiir sich gleich Eins, wenn also d durch das kleinste
gemeinsame Vielfache d von d,, ... d, teilbar ist.
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Die Haupteinheit E = F pE q...E » ist dadurch bestimmt, daf
sie, falls p, ¢, ... r ungerade sind, fiir jede von diesen Primzahlen,
also auch fiir ihr Produkt als Modul, kongruent Eins sein mufs; ist
dagegen eine von diesen, etwa p, gleich 2, so muf FE fiir die Moduln
4, q, ... r, also auch fiir das Produkt 4¢...r kongruent Eins sein.
Setzen wir also in den beiden unterschiedenen Féllen

(6) go=pq...r bzw. gg=4q...r,

und bezeichnen wir in der Folge diese Zahl als die zu ¢g gehorige
reduzierte Grundzahl so konnen wir den Satz aussprechen:

Eine Zahl E = E,,Eq ...E, ist stets und nur dann die
Haupteinheit einer g-adischen Zahl, wenn sie von der Form 1+ ggn,
wenn sie also im gewdhnlichen Sinn eine Haupteinheit fiir die zu
g gehorige reduzierte Grundzahl gy = pg...r bzw. 4q...r ist.

Beachtet man endlich noch, daf die so gefundene Darstellung
einer Zahl A fiir den Bereich von g eindeutig ist, weil diese durch die
Komponenten 24, 2,, ... 2., eindeutig bestimmt wird, so ergibt sich
der Satz:

Jede g-adische Zahl A laft sich auf eine einzige Weise in der
Form

A=Al -w-FE

darstellen, wo |A| der absolute Betrag von A, w eine g-adische
Einheitswurzel und E eine Haupteinheit modulo gy bedeutet.

Sind

(7) A=GuwE A =GuwE



Neuntes Kapitel. 249

zwei beliebige g-adische Zahlen, so ergeben sich fiir ihr Produkt und
ihren Quotienten die Gleichungen

AA" = (GG - (ww') - (EE")
(7%) A G w E
@) @) (7)
und da das Produkt und der Quotient von zwei absoluten Betrigen
oder zwei Einheitswurzeln oder zwei Haupteinheiten, falls dieselben
existieren, wieder ein absoluter Betrag oder eine Einheitswurzel oder
eine Haupteinheit ist, wie aus den entsprechenden Resultaten fiir
die Korper K(p), ... K(r) sofort folgt, so haben wir in (7?) die

Darstellung eines Produktes bzw. eines Quotienten von zwei Zahlen
in der Normalform gewonnen. Nur der Quotient

|A| - G e S ar—al

A~ !
— =pPT g%

|A’|_G’_

existiert nicht immer im Ringe R(g), ndmlich nach S. 241 unten stets
und nur dann nicht, wenn der Nenner A’ einen Primteiler der Null
enthalt, welcher im Zahler nicht vorkommt. In diesem Falle ist z. B.

G
oy, = +00, wihrend «, endlich ist; dann allein enthélt vl mindestens

den Faktor p in der Potenz —oo.

§ 3. Die Ordnungszahlen der g-adischen Zahlen.

Ebenso wie dies frither bei den p-adischen Zahlen geschah, will
ich nun jeder g-adischen Zahl

A=|Al-w-FE
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eine Ordnungszahl fiir den Bereich von g zuordnen.
Ist nadmlich

Al = pongoe .7 o

ihr absoluter Betrag, so will ich unter ihrer Ordnungszahl das System:
a= (o, g, ...0)

der in | A] auftretenden Exponenten oder das System der Ordnungszahlen
verstehen, welche A fiir die Bereiche von p, ¢, ... r besitzt.

Die einzelnen Exponenten o, ... ., mogen die Elemente
von « heifsen. Im allgemeinen sind diese Elemente endliche ganze
Zahlen; nur dann ist etwa o, = 400, wenn A den zugehorigen
Primteiler O, der Null enthélt. Dagegen kann kein Element von A
gleich —oo sein; fiihrt die Rechnung auf eine Ordnungszahl mit negativ
unendlichem Elemente, so ist damit ausgesprochen, dal die zugehorige
Zahl innerhalb R(g) nicht existiert.

Jede Zahl A = 0,2(,... 2, besitzt eine eindeutig bestimmte
Ordnungszahl a = (o, oy, . . . ), deren Elemente eben die Ordnungs-
zahlen der einzelnen Komponenten 2, 2., ... 2, fiir den Bereich
von p, q, ... r sind; und umgekehrt gehoren zu jeder Ordnungszahl «
g-adische Zahlen, welche gerade diese Ordnungszahl besitzen. Ist

speziell A = ™ ine rationale Zahl, so ist ihre Ordnungszahl einfach das

Exponentensg}stem der in A enthaltenen Potenzen von p, ¢, ... r; von
Null verschiedene rationale Zahlen besitzen also stets Ordnungszahlen
mit lauter endlichen Elementen.

In den Ordnungszahlen der g-adischen Zahlen treten uns hier
Zahlensysteme entgegen, mit denen wir wie mit Zahlen zu rechnen
haben werden. Um dies ebenso einfach wie das Rechnen mit Zahlen
ausfithren zu kénnen, will ich fiir beliebige Zahlsysteme gleich an dieser
Stelle die vier elementaren Rechenoperationen definieren. Seien also
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By, Bs, ... B, beliebige Zahlbereiche, in deren jedem die elementaren
Rechenoperationen wie im ersten Kapitel definiert sind. Ich betrachte
dann Systeme

(1) b= (by,by,...b), b =(b,b,...0), ...,
deren Elemente bzw. den Bereichen B;, Bs, B; angehoren.
Dann definiere ich, genau wie dies im ersten Kapitel a.S. 17 ff.

geschah, fiir diese neuen Elemente (b,V/,...) die vier elementaren
Rechenoperationen durch die Gleichungen:

b+ = (by +),by+by,...b + b))

b—b = (by — b\, by — b, ..o, — b))

(2) b = (byb,  bobly, ... bb))
b by by by

= (3 )

Speziell ist dann 1 = (1,1,...1) das Einheitselement, 0 = (0,0,...0)
das Nullelement fiir diese Zahlensysteme. Allgemein muff unter
1+1+4---+1=m das System (m,m,...m) verstanden werden. Ist
endlich b ein beliebiges und m = (m,m,...) ein System mit lauter
gleichen Elementen, so ist

b by b b
(2%) mb = (mby, mby, ... mb;), — = (—1,—2,...—t> :
m m’m m
Wenden wir diese Definition der Summe und Differenz von
zwei Zahlensystemen speziell auf die Ordnungszahlen o = (ay, ... o),
o = (a,...a;) von zwei Zahlen A und A" an, so ergibt sich aus den

beiden Gleichungen fiir den absoluten Betrag eines Produktes bzw.
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eines Quotienten

A | Al
AA'| = |A||A | = :
’ | | H ‘7 A/ ’A/’
3) AN = pertebgonta el
A “ap—al T ag—al S ar—al
E :p P Pq q a. . .r-r T7

d. h. es besteht der Satz:

Die Ordnungszahl des Produktes zweier Zahlen ist gleich
der Summe der Ordnungszahlen der Faktoren, die Ordnungszahl
eines Quotienten ist gleich der Differenz der Ordnungszahlen von
Zéahler und Nenner.

/

Denn sind a = (ap,...a,), o = (]

4 -+ - ;) die Ordnungszahlen

von A und A’; so sind diejenigen von AA’ und o bzw. gleich

/ / o /
(p*ag,aptay,.. . .apta)=ata.

Die Ordnungszahl o = (ap,a,,...a,) soll negativ heifen,
wenn auch nur einer ihrer Bestandteile eine negative ganze Zahl ist.
Wir sagen « ist Null, wenn alle Bestandteile Null sind. Dagegen
soll eine Ordnungszahl @ nicht negativ heilen, wenn alle ihre
Bestandteile positiv oder Null sind. Dann folgt aus den a.S. 119 f.
bewiesenen Sitzen, dafs eine g-adische Zahl dann und nur dann eine
Einheit ist, wenn sie die Ordnungszahl 0 = (0,0, ...0) hat; denn allein
dann sind ja alle ihre Komponenten 2, 2, ... %, fiir den Bereich
von p, ¢, ... r bzw. Einheiten. Alle und nur die ganzen g-adischen
Zahlen sind von nicht negativer Ordnung, wéihrend alle gebrochenen
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Zahlen eine negative Ordnungszahl haben. Eine Zahl enthélt stets und
nur dann einen Primteiler der Null, wenn ihre Ordnungszahl einen
unendlich grofsen Bestandteil hat.

Von zwei Ordnungszahlen o = (ap,0q,...q,) und o =
(g, aq,...a;)soll a gleich oder grofer als o heifen, wenn
jedes der Elemente von a gleich oder grofer ist als das entsprechende
Element von o wenn also a — o’ nicht negativ ist. Sind alle
entsprechenden Elemente von « und o' gleich, so ist a = o/. Es
ist klar, dafs hier zwei Ordnungszahlen im allgemeinen nicht in der
Beziehung stehen miissen, daft die eine gleich oder grofier ist als die
andere, denn gewisse Elemente von a konnen ja grofer und gewisse

andere kleiner sein als die entsprechenden von «’'.

§ 4. Die Anordnung der g-adischen Zahlen nach ihrer
Grofie. Die unendlichen Reihen, speziell die Potenzreihen.
Die Exponentialfunktion und der Logarithmus. Der
Hauptlogarithmus der g-adischen Zahlen.

Ich will nun auch die g-adischen Zahlen ebenso wie friither die
p-adischen nach ihrer Grofe anordnen.

Sind A und A’ zwei beliebige g-adische Zahlen, o = (ay,, ay, . .. a;)
und o = (ay,, ar, ... ;) ihre Ordnungszahlen, so wollen wir A klei-
ner als A bzw. dquivalent A" nennen (A < A’), wenn die
Ordnungszahl von A grofer als die von A’ bzw. dieser gleich ist, wenn
also nach der a.S. 138 gegebenen Definition jede der Komponenten
2,, ... A, von A in den zugehorigen Korpern K (p), ... K(r) kleiner
als die entsprechende Komponente von A’ bzw. dieser dquivalent ist.
Selbstverstindlich gibt es nach dieser Definition Zahlen A und A’, auf
welche diese Grofenbeziehung nicht angewendet werden kann, da von
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den entsprechenden Elementen ihrer Ordnungszahlen z. B. a, > a,
g < ag, ... sein kann.
Ist A < A, so besteht eine Gleichung

A=DA

wo D die nicht negative Ordnungszahl a — o' = (o, — o, ..., — ;)
hat, also eine ganze Zahl ist. Auch hier ist also jede g-adische Zahl A
durch jede ihr Aquivalente oder grofere Zahl teilbar und nur durch
solche Zahlen. Ganz besonders mufs hervorgehoben werden, daf auch
im Ringe der g-adischen Zahlen wieder der Satz gilt, dak die Summe
beliebig vieler Zahlen Ay, Ay, ... A,, welche alle nicht grofer als D
sind, ebenfalls nicht grofer als diese Zahl ist. Allein auf diesem Satze
beruht die Moglichkeit, alle fiir die Konvergenz p-adischer Reihen
bewiesenen Sétze unmittelbar auf die g-adischen Reihen auszudehnen.

Auch bei den g-adischen Zahlen wollen wir wieder unendliche
Reihen

A 4 AM 4 A@ 4

in den Kreis der Betrachtung ziehen, vorausgesetzt, daf sie fiir
den Bereich von ¢ konvergieren, d. h. eindeutig bestimmte Zahlen
darstellen. Wir stellen auch hier genau die gleiche Definition der
Konvergenz auf, wie fiir die Reihen im Koérper K (p):

Eine g-adische Reihe konvergiert dann und nur dann, wenn
fiir ein beliebig klein gegebenes aber von Null verschiedenes ¢ eine
natiirliche Zahl n so grof gewdhlt werden kann, daf die Summe
von beliebigen und beliebig vielen Gliedern:

A(Vl) + A(V2) 4+ -4 A(Vm)’

deren Indizes samtlich oberhalb n liegen, kleiner als ¢ ist.
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Durch wortlich dieselben Betrachtungen wie in dem friitheren
einfachen Falle gelangen wir auch hier zu der einen notwendigen und
hinreichenden Konvergenzbedingung:

Eine g-adische Reihe A® 4+ A®M 4 st stets und nur dann
konvergent, wenn die Bedingung

lim A™ =0 (g)

erfullt ist.

Schreibt man alle Reihenglieder in der additiven Normalform:
A — AZ()n) + A((In) 4.+ AP

und beachtet, daf A™ dann und nur dann bei geniigend grofem n fiir
den Bereich von ¢ beliebig klein wird, wenn dasselbe fiir ihre einzelnen
Komponenten im Bereiche der zugehdrigen Primzahl gilt, so kénnen
wir das allgemeine Konvergenzkriterium auch so aussprechen:

Eine Reihe
S A™ :ZA;R)+ZA<(1")+“‘+ZA£”)

konvergiert stets und nur dann, wenn die aus den Komponenten
ihrer Glieder gebildeten Reihen fiir den Bereich der zugehorigen
Primzahl konvergieren.

Alle Séatze iiber die Konvergenz der Reihen, speziell diejenigen
fiir die Potenzreihen im Korper der p-adischen Zahlen, beruhten allein
auf der Einteilung dieser Zahlen nach der Grofe und auf dem Satze,
daft die Summe beliebig vieler Zahlen, welche alle nicht grofer als eine
Zahl § sind, ebenfalls nicht grofer als § ist. Da nun dieser Satz auch fiir
die Grofenanordnung der g-adischen Zahlen gilt, so folgt, daf wir alle
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Betrachtungen des sechsten Kapitels Wort fiir Wort auf die g-adischen
Reihen, insbesondere die g-adischen Potenzreihen, iibertragen kénnen.
So erhalten wir also auch fiir diese Reihen den folgenden Satz:

Ist
y:ag—l—alx—i—ang—l—...

eine Potenzreihe mit g-adischen Koeffizienten und ist & ein
g-adischer Wert von z, fiir welchen jedes Glied a;&¢ derselben
unterhalb einer endlichen Grofe liegt, so konvergiert diese Reihe
fiir jedes x < ¢ unbedingt und gleichméfig und ist in diesem
ganzen Bereich eine stetige und differenzierbare Funktion von z.

Ich wende dieses Ergebnis auch hier auf die Untersuchung der
Exponentialreihe

2
] g C_
e + 1 + 1.9 +
an unter der Voraussetzung, daf (¢ eine g-adische Zahl ist. Die
Konvergenzbedingung
lim > =0 (g)

n=oo 7.

ist dann und nur dann fiir den Bereich von g erfiillt, wenn sie fiir den
Bereich von p, ¢, ... r besteht, wenn also ¢ bzw. durch p, ¢, ... r
oder falls p = 2 sein sollte, wenn ( durch 4, ¢, ... r teilbar ist; es
muf also ¢ ein Multiplum von (pq...r) bzw. von (4q...r) sein, damit
die Reihe fiir €¢ konvergent ist. Nach der a.S. 247 (6) eingefiihrten
Bezeichnung kénnen wir dieses Resultat so aussprechen:

Die Exponentialreihe e¢ konvergiert stets und nur dann
unbedingt und gleichméfig im Bereiche der g-adischen Zahlen,
wenn ¢ ein Multiplum der reduzierten Grundzahl g, ist.
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Ist dies der Fall, so stellt die Reihe
e =14+n=1+g0G (9)

eine Haupteinheit modulo gy, dar; und umgekehrt gehort zu jeder
solchen Haupteinheit 14 7 ein eindeutig bestimmtes Multiplum (¢
von g, fiir welches e = 1 + 7 ist, némlich die Zahl, welche durch die
Reihe

nont

dargestellt ist. Dieselbe konvergiert unter genau derselben Voraussetzung
iiber n wie die Exponentialreihe.

Dieses Resultat erméoglicht es, jede Haupteinheit e modulo gy in
der multiplikativen Normalform zu schreiben: Stellen wir ndmlich ¢ in
der additiven Normalform

C:Cp‘i_gq_"""{’gr

dar, so ist z. B. (, fiir den Bereich von p durch p teilbar, fiir den
Bereich aller iibrigen Primzahlen aber gleich Null. Also ist in

eC — e(p+<q+"‘+<r — eCpqu L. eC’V‘

z.B. e = 1+mn, fir den Bereich von p gleich dem p-adischen
Werte von €S, also eine Haupteinheit modulo p, fiir den Bereich von
q, ... 7 aber gleich Eins. Entsprechendes gilt fiir die iibrigen Potenzen
e, ... e,

Ich will daher fiir eine beliebige Haupteinheit ' = ¢ = eeta .. e
die g-adische Zahl ( ihren Logarithmus, und die g-adischen
Zahlen ¢, (4, ... ¢, die Komponenten dieses Logarithmus nennen;
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diese Beziehung zwischen E und ¢ bzw. dem System ((p, (g, ... () will
ich wieder durch die Gleichung:

lgE=(= (CP?CQ?"'CT) (9)

bezeichnen. Jede der Komponenten des lg F, z. B. (,, ist dann die
eindeutig bestimmte g-adische Zahl, fiir welche:

G=1gE (p), (G=01(q), ... G=0(r)

ist, und ¢, und E, sind durch die Gleichungen

Ep = e Cp =lg Ep (g)

miteinander verbunden.
Ist
E=e"=1+n

eine beliebige Haupteinheit modulo gy, so besteht zwischen v und 7
die Gleichung;:

2 3 2

U noon
— - —_— — s e s — 1—— T T ...
Y= + 77( 2+3 ),

und da die in der Klammer auf der rechten Seite stehende Reihe
selbst eine Haupteinheit fiir gy ist, weil ja dasselbe fiir jeden Teiler
4, p, q, ... T von go gilt, so ergibt sich auch hier ebenso wie in (11)
a. S. 170 die Aquivalenz

v~ (9),
d.h. ~ ist dann und nur dann durch eine beliebige Potenz

G = pfq* .. .rM teilbar, wenn dasselbe fiir v gilt. Es besteht also der
Satz:
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Eine FEinheit EF = 1417 ist stets und nur dann eine
Haupteinheit fiir eine beliebige keine anderen Primteiler als g
enthaltende Zahl G = p® .. 7", wenn ihr Logarithmus durch G
teilbar ist.

Aus der Definitionsgleichung fiir den Logarithmus
6lgE —E

und aus der Fundamentaleigenschaft der Exponentialfunktion ergeben
sich die Gleichungen:

lg(FE") =1gE +1gF'

E
Ig (E) =IlgE—1gFE'.

Ich wende dieses Resultat an auf die Darstellung
A= GuwE (g)
einer beliebigen g-adischen Zahl, wo
E=1+n=1+gm
eine Haupteinheit modulo gy bedeutet. Wir kénnen namlich jetzt
E=¢

setzen und erhalten so den wichtigen Satz:

Jede g-adische Zahl A laft sich auf eine einzige Weise in der
Form:

A = Gwe™ (g)
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schreiben, wo G der absolute Betrag, w die Einheitswurzel und
e’ die Haupteinheit von A ist. Wir wollen wie a. S. 204 oben bei
den p-adischen Zahlen auch jetzt v den Logarithmus der
Haupteinheit oder den Hauptlogarithmus von
A nennen.

§ 5. Die Elemente der Algebra im Ringe der g-adischen
Zahlen. Die g-adischen Einheitswurzeln.

Ich betrachte endlich noch die algebraischen Gleichungen im
Gebiete der g-adischen Zahlen, um die fiir einen Korper K(p)
a. S. 180 ff. gefundenen Resultate auf diese allgemeineren Bereiche zu
iibertragen.

Ist

(1) F(z) = AQzm 4 AWgm=1 4. AW — 0 (g)

eine beliebige Gleichung m™*" Grades, so heifit eine g-adische Zahl z

eine Wurzel dieser Gleichung, wenn F(z) =0 (g) ist.
Ist nun x eine solche Wurzel, und denken wir uns diese in der

additiven bezw. in der multiplikativen Normalform dargestellt, so dafs

(2) T =yt gt T =5 5 (9)

ist, so ergibt sich, wenn man die Gleichung F'(z) = 0 der Reihe nach
fiir den Bereich von p, ¢, ... r betrachtet,
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d. h. jene Komponenten sind Wurzeln derselben Gleichung fiir den
Bereich von p, ¢, ... r. Sind umgekehrt

(4) £p7 £q7 e 57'
je eine p-adische, g-adische, ... r-adische Wurzel unserer Gleichung,
und ist

SC:Ip—FSCq—F"“i‘SCr:Fqu---Ir

diejenige eindeutig bestimmte g-adische Zahl in der additiven oder
in der multiplikativen Normalform, deren Werte fiir den Bereich von
D, q, -.. 1 bzw. gleich §,, &, ... & sind, so ist

weil ja dieselbe Gleichung fiir den Bereich von p, ¢, ... r erfiillt ist. Es
ergibt sich also der folgende wichtige Satz, durch den die Auflésung
einer beliebigen Gleichung im Bereiche der g-adischen Zahlen auf die
vollstéindige Auflosung derselben Gleichung im Bereiche der Koérper
K(p), ... K(r) reduziert wird:

Eine Gleichung
F(x) =0 (9)

besitzt stets und nur dann mindestens eine g-adische Wurzel, wenn
dieselbe Gleichung in jedem der Korper K(p), K(q), ... K(r)
mindestens eine Wurzel hat. Sind ferner m,, m, ... m,
die Anzahlen der verschiedenen Wurzeln dieser Gleichung in
jenen Korpern, so hat dieselbe Gleichung genau m, - my...m,
verschiedene g-adische Wurzeln.

Ich wende dieses Resultat an auf die Losung der Frage, wie viele
und welche g-adische Zahlen Einheitswurzeln sind. Die Losungen der
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Gleichung;:

(5) z™ =1 (g)
fiir den Bereich von ¢ setzen sich nun in der vorher angegebenen Weise
aus den Wurzeln derselben Gleichung fiir den Bereich von p, ¢, ... 7,

d. h. aus den Wurzeln der Gleichungen:

(5%) ™ =1(p), 2"=1(q), ... 2™ =1(r)

zusammen; und die Zahl der verschiedenen Wurzeln der Gleichung (5)
ist gleich dem Produkte der entsprechenden Anzahlen fiir die
Gleichungen (5%). Eine Zahl w ist also stets und nur dann eine g-adische
Einheitswurzel, wenn ihre Werte fiir den Bereich von p, ¢, ... r
Einheitswurzeln fiir diese Bereiche sind. Ist also

(6) W=w,wg...w, (g)

die multiplikative Zerlegung von w, so muf w p fiir den Bereich von
p einer der p—1 bzw. 2 (fiir p = 2) p-adischen Einheitswurzeln
gleich sein usw. Also ist die Zahl aller verschiedenen g-adischen
Einheitswurzeln gleich

(p—1)(g—1)...(r=1) oder 2(q—1)...(r—1),

je nachdem ¢ ungerade ist oder auch den Primfaktor 2 enthélt.
Jene Anzahl ist also in beiden Féllen gleich ¢(go), wenn wie
a.S. 247 (6) go = pq...r bzw. gleich 4q...r die zu g gehorige
reduzierte Grundzahl bedeutet Es glbt also wirklich nur diese ¢(go)
g-adischen Einheitswurzeln w = wpw q- .w ,, denen wir schon a. S. 247
begegnet waren, und von denen jede zum Exponenten

d=[dy,d,, ... d]
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gehort, wenn d,, d,, ... d, die Exponenten sind, zu denen w fiir
die Bereiche K(p), K(q), ... K(r) gehort. Da d, ein Teiler von
p—1 bzw. von 2 ist, je nachdem p ungerade oder p = 2 ist, und
da das entsprechende fiir d,, ... d, gilt, so geniligen alle g-adischen
Einheitswurzeln der Gleichung:

(7) ' =1 (g),
wo in den beiden vorher unterschiedenen Féllen:
(7%) p=Ilp—1qg—1,...r—=1] bzw. [2,¢—1,...7 —1]

ist; und zu diesem hochsten Exponenten selbst gehdren u. a. alle
diejenigen Einheitswurzeln, deren Werte fiir die Bereiche von p, ¢, ... r
primitive Einheitswurzeln sind.

Jede der ¢(go) voneinander verschiedenen g-adischen Einheits-
wurzeln kann also als gg-adische Zahl:

(8) w =14 rigo+rags + - =rrra - (90)

geschrieben werden und sie ist dann einer der ¢(go) Einheiten r
modulo gy kongruent und durch dieses ihr Anfangsglied r eindeutig
bestimmt. Dies folgt unmittelbar daraus, daf das Entsprechende nach
S. 191 (4) fiir ihre Komponenten w,, w,, ... w, und die Moduln
D, q, ... r gilt. Hieraus ergibt sich, daf eine g-adische Einheitswurzel w
dann und nur dann kongruent » modulo gy sein kann, wenn sie gleich
w() ist.

Um die g-adischen Einheitswurzeln ebenso einfach darzustellen,
wie dies a.S. 194 unten im Korper der p-adischen Zahlen geschah,
bezeichne ich jetzt durch w, eine g-adische Einheitswurzel, deren Wert
fiir den Bereich von p eine ein fir alle Male fest gewdhlte primitive
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p-adische Einheitswurzel ist, wihrend sie fiir den Bereich von ¢, ... r
den Wert Eins hat. Haben w,, ... w, die entsprechende Bedeutung
fir die Korper K(q), ... K(r), so sind alle und nur die g-adischen
Einheitswurzeln in der Form:

9) w = wf"wg" CowPr

eindeutig dargestellt, wenn, z. B. 3, ein vollstindiges Restsystem
modulo p — 1 bzw. modulo 2 durchlauft und entsprechendes fiir die
andern Exponenten gilt.

Ich will auch hier das Exponentensystem:

(10) (B) = (Blﬂﬂqv"’ﬂv“)v

durch welches die Einheitswurzel w eindeutig bestimmt wird, den
Index von w nennen und diese Beziehung durch die Gleichung:

(11) () =Ind. w
ausdriicken. Zwei in dieser Form dargestellte Einheitswurzeln
(12) w=wl. . . wr und w’:wgé’...wf;“

sind dann und nur dann gleich, wenn sich die entsprechenden
Exponenten nur um ganzzahlige Multipla bzw. von
p—1,q¢g—1, ... r—1 bzw. 2,q—1, ... r—1

unterscheiden.
Fir das Rechnen mit diesen Indizes will ich wieder die a. S. 251
oben angegebenen Vorschriften einfithren, wonach

(B) £ (8) = (Bp £ 8, Br £ 5,)
(B)(B) = (BpBy, - - - Bry)

) 0 _ (5.5
CIRA AR
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sein soll. Ich nenne zwei Indizes (5) und (5') gleich, wenn die
zugehorigen Einheitswurzeln (12) gleich sind, wenn also:

(8) =B+ kp(p = 1), B + kn(r — 1))
= (P) + (F)(P),

ist, wo (k) = (ky, kg, - . . k) ein beliebiges ganzzahliges System bedeutet,
und

(14)

(15) P=(p—-1,9—1,...r—=1), bzw. (2,q—1,...7r—1)

ist, je nachdem die Grundzahl g ungerade oder gerade ist. Dieser
Index P soll die Periode der Indizes (f) genannt werden.
Dann besagt die soeben bewiesene Gleichung,

daf zwei Einheitswurzeln w und w’ dann und nur dann gleich
sind, wenn ihre Indizes gleich sind, wenn sie sich also um ein
ganzzahliges Vielfaches (k) der Periode (P) unterscheiden, oder
kiirzer gesprochen, wenn ihre Indizes modulo (P) kongruent sind.

Bei dieser Definition der Kongruenz zweier Indizes besagt die
Kongruenz:

(8") = (8) (mod. (P))

das Bestehen der gewohnlichen Kongruenzen

8= B, (mod. (p—1)), ... BL=p, (mod. (r— 1)),

wobei, wie stets im Folgenden, im Falle p =2 p —1 durch 2 ersetzt
werden muf. Sind
/ By

G B — B,
w=wyt . W, W =Wy LW
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zwei beliebige Einheitswurzeln, so kann der Inhalt der beiden
Gleichungen

Bp+8, ! w Bp—B; B
ww' = wy,” 7. wPrtPr J:wpp P wPrh

durch die Indexgleichungen:

Ind. (ww') = Ind. w + Ind. w'

16
(16) Ind. (g) = Ind. w — Ind. w’
w

ausgesprochen werden.

Ziecht man aus jedem Elemente ,, ... B, eines Indexsystems
(B8) = (Bp,...Br) den grofiten gemeinsamen Teiler mit dem
entsprechenden Elemente p — 1, ... r — 1 der Periode (P) heraus, so
dafs also

(17> /Bp:(spﬁgg())a /87’ :57"/819))
ist, so lafkt sich jeder Index in der Form darstellen

(17%) (B) = (6)(8),

wo das System (0) = (9,, ...0,) ein Teiler der Periode (P) ist. Ich will
das System (0) den Teiler des Indexsystems (f) nennen
und das komplementére Indexsystem ('), fiir welches:

(18) (6)(8") = (8p0), - - - 0:6) = (P)

ist,als den komplementadren Teiler jenes Indexsy-
stemes bezeichnen. Dann ist in (17%) offenbar das System (3(®) zu
dem komplementéren System (8’) von () in der Weise teilerfremd,
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dafs seine entsprechenden Elemente BZ(,O), . B9 baw. zu Opy - O
relativ prim sind.

Hiernach kann der Exponent d, zu dem eine beliebige g-adische
Einheitswurzel w gehort, sehr einfach durch den komplementéren
Teiler ihres Indexsystemes ausgedriickt werden. In der Tat ist ja d der
kleinste positive Exponent, fiir welchen w? = 1, fiir welchen also

dInd. w =0 (mod. (P))

ist. Schreibt man nun Ind. w und (P) in der Form (§)(8®) und
(6)(d"), so geht die obige Bedingung iiber in

d(8)(8”) = 0 (mod. (8)(8")),
oder fiir die einzelnen Elemente in die Kongruenz:
5,5 =0 (mod. 6,8,), ...,
d. h. in die einfacheren
d =0 (mod. ¢,), d=0 (mod. dy), ...,

oder das Indexsystem (d) = (d,d,...d) ist das kleinste System mit
gleichen Elementen, fiir welches:

(d) =0 (mod. (&),

welches also durch das zu (6) komplementédre System (¢') teilbar ist.
Es ist also der Exponent

(19) d=[()]=[0.08,...05]

P Q)

das kleinste gemeinsame Multiplum der Elemente des zu ()
komplementéren Divisors (&').
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Ich 16se im Anschlufs an diese Darstellung der ¢(gg) g-adischen
Einheitswurzeln noch die Frage nach dem Werte des Produktes
aller dieser Zahlen. Aus dem letzten a.S. 189 bewiesenen Satze
folgt fiir m = p — 1, dak das Produkt wjws...w,_; aller p-adischen
Einheitswurzeln immer gleich —1 ist, und dasselbe gilt auch fiir das
Produkt (4+1)(—1) der beiden dyadischen Einheitswurzeln. Ich beweise
jetzt den allgemeinen Satz:

Das Produkt aller ¢(gy) g-adischen FEinheitswurzeln ist
gleich —1 oder gleich 41, je nachdem g eine Primzahlpotenz ist
oder mindestens zwei verschiedene Primfaktoren enthalt.

Ist namlich:

— aBrqpPa Br
w=wyPw, . wy

die Darstellung aller ¢(gy) g-adischen Einheitswurzeln, so kommt

unter ihnen jeder Faktor, etwa w = wﬁp , genau so oft vor, als es
verschiedene Exponentenkombinationen (8, ...03,) gibt, d.h. genau

® (@)— bzw. ¢ <%)—mal, je nachdem p ungerade oder gerade ist.
p

Setzen wir also in den beiden unterschiedenen Féllen gy = pP bzw.
4P und entsprechend fiir die anderen Primfaktoren:

go=4qQ@=-=71R,

so ergibt sich fiir das Produkt aller g-adischen Einheitswurzeln offenbar
die Gleichung;:

[Tw = (IT wp")*(IT wy)?? .. (TT w)?™ (g)

(Bp) (Bq) (8r)
- (_1)so(P)(_1>sa(Q) o (_1)90(1%) (9),

p q
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wo z. B. (—1), fiir den Bereich von p gleich —1, fiir die Bereiche von
q, ... r aber gleich +1 ist; in der Tat ist ja z. B. das Produkt aller
p— 1 Einheiten wg” nach dem friitheren speziellen Satze fiir den Bereich
von p gleich —1. Da nun endlich jeder der Exponenten ¢(P), ... ¢(R)
nach S. 121 Mitte eine gerade Zahl ist, sobald nur P, ... R grofer als
Eins ist (der einzige Fall P = 2, wofiir ¢(P) sonst noch ungerade ist,
tritt ja hier nie auf), so ist jenes Produkt in der Tat stets gleich +1,
sobald gy mehr als eine Primzahl enthélt, da dasselbe fiir den Bereich

von allen in g enthaltenen Primzahlen p, ¢, ... r gilt.

§ 6. Die Logarithmen der g-adischen Zahlen.

Mit Hilfe der nun vollstandig durchgefiihrten Exponentendarstel-
lung des absoluten Betrages, der Einheitswurzel und der Haupteinheit
einer beliebigen g-adischen Zahl

A=GuE = (p°q® ... Far)(wgpwgq Cwln) (el e

konnen wir nun den Logarithmus einer solchen Zahl genau so einfach
definieren, wie dies vorher fiir die p-adischen Zahlen moglich war. Ich
will ndmlich jetzt von den drei Zahlensystemen:

(@) = (ap, ag, .. ap), (B) = (B Bys - 5r)s - () = (0o Vg - 0)

das erste, wie bereits auf S. 250 oben erwdhnt wurde, die
Ordnungszahl das zweite System den Index und das dritte
den Hauptlogarithmus der g-adischen Zahl A nennen und
ich will jetzt als Logarithmus von A das aus diesen drei
Systemen gebildete neue System:

1) g A= (), (8), (7)) = (ap, ), (Bps - - Br)s (Vo - - 1)) (9)
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bezeichnen. Auch hier will ich als die Summe und die
Differenz zweier Logarithmen die Systeme:

(2) ((@), (8), (M) £ (), (8), (V) = ((axa), (B£), (v£7))

bezeichnen.

Eine Zahl A enthélt stets und nur dann einen Teiler der Null,
etwa O,, wenn das entsprechende Element «, ihrer Ordnungszahl
gleich +oo ist, wihrend die zugehorigen Elemente 3, und 7, des
Index und des Hauptlogarithmus beliebig sein kénnen; denn dann
sind ja in der p-Komponente 2 = p*w,E, w, und E, ganz beliebig.
Abgesehen von diesem Falle gehort zu jeder Zahl A ein eindeutig
bestimmter Logarithmus ((a),(8), (7)), und umgekehrt entspricht
jedem Logarithmus eine eindeutig bestimmte g-adische Zahl, sein
Numerus.

Sind A und A’ zwei beliebige g-adische Zahlen, und ist

(@), (8), (7)) =1g A, ((), (), () =g A,

so bestehen fiir die Logarithmen ihres Produktes und ihres Quotienten,
falls dieser existiert, die Gleichungen:

((e+a),(B+8), (v+1) = (2), (8), () + (), (8, (7))
g % = ((@=a),(8-8),(v=7")) = (@),(8),(7) = (&), (8), (")),

lg(AA")

d. h. es gelten auch hier die Fundamentalformeln fiir das Rechnen mit
Logarithmen:

lg(AA") =1gA+1g A’

3
) lgﬁzlgA—lgA'.
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Die Richtigkeit dieser Gleichungen folgt sofort aus den Formeln (7?)

A G w FE
AA" = (GG (ww')(EE), 10 w B
welche a. S. 248 hergeleitet wurden.
Allein in dem Falle ist die Division durch A" nicht moglich, wenn A’
gewisse Teiler der Null enthélt, die nicht auch im Zahler A vorkommen.

Allein dann besitzt die Ordnungszahl (o — ) im Logarithmus von

o gewisse Elemente, die —oco sind, denen also keine g-adische Zahl

entspricht. Haben dagegen A und A’ beide etwa den Nullteiler O,,
so ist das entsprechende Element a;, — a7, der Ordnungszahl (a — o)
gleich 0o — 0o, kann also jeden ganzzahligen Wert besitzen, und das
Gleiche gilt von den Elementen £, — 3, und ~, —1,, da in ihnen
sowohl der Minuendus wie der Subtrahendus beliebig angenommen

A
werden diirfen. Es geht also auch aus dem Ig o hervor, daf in diesem

Falle der p-adische Wert von % eine ganz beliebige p-adische Zahl
sein kann.

Im folgenden werde ich héufig das System (v) = (9, Vgs--- V)
durch die eine zugehérige Zahl

Y=Yt

ersetzen, so dafs dann

(1%) lg A= ((a), (5),7)

wird.
Es sei ferner wieder (0) = (d,, 0y, . ..0,) der Teiler des Index (5),

so dafé
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ist, wo (0) einen Teiler der Periode P = (p—1,...7 — 1) bzw.
= (2,...r — 1) bedeutet und (B) zu dem komplementiren
Periodenteiler (¢') relativ prim ist. Ebenso sei
g=p"q" .1 =1y
der absolute Betrag des Hauptlogarithmus ~, so dak:
T=9%

ist, wo 7 eine g-adische Einheit bedeutet und wo sicher g < gy ist.
Dann konnen wir also den Logarithmus einer g-adischen Zahl genau
so wie denjenigen einer p-adischen Zahl in der Form:

lg A= ((a), (8)(5”), g70)

darstellen; und auch hier will ich das System (J) den Indextei-
ler und die Zahl ¢ den Teiler des Hauptlogarithmus
von A nennen.

§ 7. Untersuchung der Zahlen fiir einen beliebigen
zusammengesetzten Modul g.

Ich wende die Ergebnisse des vorigen Abschnittes an auf
die genauere Untersuchung der Zahlen A fiir eine beliebige
zusammengesetzte Zahl

g=7p"¢...rm

als Modul. Auch hier kann ich wie a. S. 209 Mitte von vornherein die zu
untersuchende Zahl als Einheit, ihre Ordnungszahl () = (o, ay, . . . @)
also gleich Null voraussetzen.
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Jede g-adische Einheit ist nun eindeutig in der Form
E=we = wde“h"

darstellbar, wo

wW = Wy = wgpwgq .. .wf’“

eine Einheitswurzel bedeutet, welche zum Exponenten d gehéren moge,
so daf also w? die kleinste Potenz von wy mit positivem Exponenten
ist, welche gleich 1 wird; ferner moge

g =p"q¢ ...
den Teiler des Hauptlogarithmus von E bedeuten, welcher stets ein
Vielfaches von gg sein muf.

Ich untersuche jetzt alle diese Einheiten modulo g und nehme
der Einfachheit wegen auch ¢ als ein Vielfaches der reduzierten
Grundzahl gy an, d. h. ich setze voraus, dafs, falls der Modul g gerade
sein sollte, dieser mindestens durch 4 teilbar ist. Die entsprechenden
Resultate fiir einen Modul ¢ = 2¢'...r™ konnen leicht gesondert
ausgesprochen werden.

FEine Einheit F = we” ist stets und nur dann kongruent 1
modulo ¢, d.h. eine Haupteinheit modulo ¢, wenn ihre
Einheitswurzel w gleich Eins und ihr Hauptlogarithmus + durch
g teilbar ist.

Betrachtet man namlich die Kongruenz:
E =we” =1 (mod. g)

zuerst modulo gg und beachtet, dak fiir diesen Modul ¢” = 1 ist, so
folgt als notwendige Bedingung w =1 (mod. ¢o) und sie ist nach
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S. 262 unten nur dann erfiillt, wenn w = 1 ist. Die dann {ibrigbleibende
Kongruenz
e’ =1 (mod. g)

ist aber nach S. 258 oben allein dann erfiillt, wenn 7 durch g teilbar
ist; und damit ist unsere Behauptung bewiesen.
Zwei Einheiten
E=we E =we’

sind also dann und nur dann modulo g kongruent, wenn
w=w" und =4 (mod. g)

ist, wenn also ihre Einheitswurzeln gleich und ihre Hauptlogarithmen
modulo g kongruent sind; denn allein dann ist ja ihr Quotient

FE w
=—ce¢

£ w

e

modulo g kongruent 1. Also sind in der Form:
E = w(e0s

alle modulo ¢ inkongruenten Einheiten enthalten, wenn w alle ¢(go)
Einheitswurzeln und s alle g Zahlen 0, 1, ... g _ 1) durchléuft.
9o 9o

Die Anzahl aller dieser inkongruenten Einheiten ist also gleich igp(go),
go

d. h. gleich ¢(g), wie eine leichte Rechnung zeigt.
Jede der ¢(g) modulo g inkongruenten Einheiten:

E = wge? 0
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gehort nun fiir diesen Modul zu einem Exponenten d, und zwar ist
dieser die kleinste positive Zahl, fiir welche:

E° = w’e?% (mod. g)

ist. Hiernach ist 0 die kleinste positive Zahl, welche erstens selbst
durch d und fiir welche zweitens g0 durch g teilbar ist, d. h. es ist

(1) 5 = {d, i} _

9

Den groften Exponenten 6, zu dem eine Einheit E = we” iiberhaupt
modulo g gehdren kann, erhélt man, wenn man fiir w eine primitive
Wurzel w,, wahlt, welche zu dem hochsten Exponenten

p=p—1,gq—1,...r—1] bzw. [2,¢—1,...r—1]

gehort, und wenn man zugleich den Teiler g des Hauptlogarithmus
moglichst klein, also gleich gy wahlt, so dafs also

(1) 5= [ 1]

90

wird. Alle anderen Exponenten § = {d, i] sind néamlich Teiler von 0,
g

weil nach S. 262 (7) d ein Teiler von g und I ein Teiler von L ist.
g 9o
Es ergibt sich also der Satz:
Jede Einheit gehort modulo g zu einem Exponenten 4, welche
ihrerseits samtlich Teiler des grofiten unter ihnen o sind. Jede
Einheit geniigt also modulo g der Kongruenz:

(2) 2° =1 (mod. g),
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W0 § = {u, i} ist, und dies ist die Kongruenz niedrigsten Grades,
90
der alle p(g) Einheiten modulo g geniigen.

Am einfachsten kénnen die modulo ¢ = p*q’...r™ inkongruenten

Einheiten ohne jede Voraussetzung iiber g mit Hilfe der primitiven
Wurzeln modulo p*, ¢!, ... r™ additiv oder multiplikativ dargestellt
werden, welche wir a.S. 216 in die Rechnung eingefithrt haben.
Jede Einheit F konnte eindeutig als Summe bzw. als Produkt ihrer
Komponenten fiir den Bereich von p, ¢, ... r in einer der Formen
dargestellt werden:

(8)  E=BE,+E+-tE (9 E=€&...¢ (.

wo z.B. E, und €, die eindeutig bestimmten g-adischen Zahlen
waren, welche fiir den Bereich von p gleich E, fiir die Bereiche von
q, ... r aber gleich Null bzw. gleich Eins sind. Betrachtet man nun
diese Gleichungen als Kongruenzen modulo g, so ergeben sich die
Kongruenzen:

E=E"+EY+...+ EY (mod. g), E=e¢Pe?.. . ¢ (mod. g),
wo z. B. die ganzen rationalen Zahlen E,(,O) bzw. QSIE,O) die Anfangsglieder
von E, und €, sind, welche modulo p* kongruent E, dagegen modulo
q¢', ... r™ kongruent Null bzw. kongruent Eins sind. Es sei nun ¢, bzw.
¢, je eine rationale Zahl, welche fiir die als ungerade vorausgesetzte
Primzahlpotenz p* als Modul eine primitive Wurzel, dagegen modulo
q', ... r™ kongruent 0 bzw. kongruent Eins ist, und es mdgen c,
bzw. ¢4, ... ¢, bzw. ¢, die entsprechende Bedeutung fiir die ungeraden
Primzahlpotenzen ¢!, ... ™ haben. Ist dann ¢ = p*...r™ ungerade,
so ergeben sich fiir alle ¢(g) modulo ¢ inkongruenten Einheiten die
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beiden folgenden additiven und multiplikativen Darstellungen:

) Ezcgp+cgq+ —|—cr—cb”cb ...¢” (mod. g)

(bp=0,1,...0(pF)—1; ...).

Sollte dagegen g = 2%¢'...r™ gerade sein, so konnten wir ja alle

©(2%) = 28~1 modulo 2* inkongruenten dyadischen Einheiten eindeutig
in der Form darstellen

_yarf8 a=0,1
( 1) 5 ([30,1,...@(2’“1)—1)

Bezeichnen wir also hier durch (— 1) und 5 bzw. durch ( —1) und 5
zwei rationale Zahlen, welche modulo 2¥ kongruent —1 und 5, aber
modulo ¢', ... 7™ bzw. kongruent 0 oder 1 sind, so ergibt sich hier
die Darstellung;:

E=(=1)5 +ci+ - +cr=(=1)" ... (mod. g).

= q 'r‘

Hierbei ist zu bemerken, daf, falls p* = 2! ist, « = 3 = 0, fiir p¥ = 22
a =0, 1, aber § =0 zu setzen ist.

Im folgenden wollen wir immer von der Darstellung (4) der
Einheiten modulo g ausgehen, aber dabei bemerken, daf falls p gerade
sein sollte, die Potenz cgp durch das Potenzprodukt ( — 1)*5#, also der
Exponent b, durch das Exponentensystem (o, 3) zu ersetzen ist. Ich
nenne nun das Exponentensystem (by, by, ...b,), durch das dann jede
der ¢(g) modulo g inkongruenten Einheiten E eindeutig bestimmt
wird, den Index von F modulo g und setze:

Ind. E = (b, by, ...b,) (mod. g),

wo die einzelnen Exponenten by, . .. b, bzw. nur modulo ¢(p¥), ... ¢(r™)
gerechnet werden oder wo wieder wie a.S. 264 unten zwei Indizes
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(bp, ... by) und (,...0)) als gleich betrachtet werden, wenn ihre
entsprechenden Elemente b, und b, modulo ¢(pf), ... b, und b,
modulo ¢(r™) kongruent sind.

Speziell ist dann

Ind. 1 = (0,0,...0),
und es bestehen wieder die Gleichungen:

Ind. (FE') =1Ind. E + Ind. F’

E
Ind. <—> =Ind. £ —Ind. £,
E/

wenn wieder die Summe und die Differenz zweier Indizes wie
a. S. 264 (13) definiert werden.

Gehort E modulo g zum Exponenten 9, so ist § die kleinste
positive Zahl, fiir welche £° =1 (mod. g), wofiir also

Ind. (E°) = (6by, dbg, . . . 0b,) = (0,0,...0),
d. h. fiir ungerades g¢:
§b, =0 (mod. p(p*)), ... &b, =0 (mod. p(r™)),
fiir gerades g aber:
da =0 (mod. 2), d8=0 (mod. 27%), ... 6b. =0 (mod. p(r™))

ist. Den groften Wert 6 von § erhilt man, wenn man alle Exponenten
by, ... b, teilerfremd bzw. zu p(p*), ... ©(r™) annimmt, wenn man
also z. B. speziell alle gleich 1 voraussetzt. Also gehoren in den vier
unterschiedenen Fallen:
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z. B. die Einheiten:

(5) E =cycq...¢, (=1)5¢cs...¢cry (=1)cg..u0ry €4...Cp

modulo ¢ zum hochsten Exponenten §, wo § offenbar das kleinste
gemeinsame Vielfache der Exponenten ist, zu denen die Komponenten
von E in (5) gehoren. In den vier unterschiedenen Fillen ist also

5 = [, e(d),...o(r™)]

o = [2,2% ,go(ql),.. @(T:)]
2,0(q), - p(r™)]

— [gp(ql), coo(r™).

Hieraus folgt zunéchst, daf dieser hochste Exponent & ein Teiler von
©(g) ist; denn in allen vier soeben unterschiedenen Féillen ist ja das
Produkt der in der eckigen Klammer stehenden Zahlen genau gleich
©(g) und dieses ist ja stets durch das kleinste gemeinsame Vielfache
derselben teilbar.

Nur in dem Falle ist nun das kleinste gemeinsame Vielfache § der in
den eckigen Klammern stehenden Zahlen gleich ihrem Produkte ¢(g),
wenn alle jene Zahlen teilerfremd sind. Allein in diesem Falle sind also
die ¢(g) Potenzen

1,E,E? ... Ef9-!

modulo ¢ inkongruent; fiir diese Moduln g allein sind also alle Einheiten
modulo g als Potenzen einer einzigen primitiven Einheit darstellbar.
Dies ist, wie schon frither bewiesen worden war, sicher der Fall, falls
g =2, 4, p* ist, wenn p irgendeine ungerade Primzahl bedeutet.
Enthalt nun im ersten der vier in (6) unterschiedenen Falle g auch nur
zwei ungerade Primfaktoren p und ¢, so sind o(p*) = (p — 1)p*~! und
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©0(q") = (¢ —1)¢' ! sicher nicht teilerfremd, da sie beide durch 2 teilbar
sind. Im zweiten Falle haben, da k = 3 ist, die beiden ersten Elemente
2 und 272 den gemeinsamen Teiler 2; dasselbe gilt im dritten Falle
fiir 2 und (q¢'); nur dann, wenn g = 22 ist, ist also hier die Bedingung
fiir die Existenz einer solchen primitiven Wurzel erfiillt. Ebenso ist
im vierten Falle ¢ = 2¢'...7™ diese Bedingung dann und nur dann
erfiillt, wenn ¢ aufer 2 keinen oder nur einen ungeraden Primfaktor
enthélt. So ergibt sich jetzt also der allgemeine Satz:

Alle modulo g inkongruenten Einheiten lassen sich dann und
nur dann fiir diesen Modul als Potenzen einer primitiven Einheit
darstellen, wenn

g=2,4,p" oder 2"

ist, wo p eine ungerade Primzahl bedeutet.

§ 8. Der Wilsonsche Satz fiir einen beliebigen Modul g. —
Die Auflésung der allgemeinen linearen Kongruenz modulo g.

Als erste Anwendung beweise ich jetzt den Wilsonschen Satz fiir
eine beliebige zusammengesetzte Zahl

g=7p¢...r"™ bezw. g¢=2". . .,

und zwar kann ich voraussetzen, daft g mindestens zwei verschiedene
Primfaktoren p, ¢ bzw. 2, ¢ enthélt, da der Fall einer einzigen
Primzahlpotenz bereits vorher vollstdndig behandelt worden ist. Dann

kann der Wilsonsche Satz folgendermafsen ausgesprochen werden:

Das Produkt aller ¢(g) modulo g inkongruenten Einheiten
ist modulo ¢ stets kongruent +1; nur dann ist es kongruent —1,
wenn g = 2¢' das Doppelte einer ungeraden Primzahlpotenz ist.
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Denkt man sich jede der modulo ¢ inkongruenten Einheiten in
der multiplikativen Normalform dargestellt:

E=¢,¢,. . ¢,

so durchliuft z. B. der Wert von €, modulo p* ein vollstindiges
System inkongruenter Einheiten usw.; bildet man ferner das {iber alle
©(g) inkongruenten Einheiten FE erstreckte Produkt, so kommt jede
Komponente &, so oft vor, als es modulo P = ¢'...r™ inkongruente
Produkte E,, ... E, gibt, d. h. jedes E, kommt genau ¢(P) mal
in jenem Produkte vor. Hieraus ergibt sich fiir das Produkt aller
Einheiten F die folgende Darstellung:

[TE = (I1¢,)*" - (I1€,)*? ... (IT€)"",

wenn wieder P, Q, ... R die zu p*, ¢, ... r™ komplementiren
Faktoren von ¢ sind. Nach dem a.S. 226 ff. bewiesenen Satze ist
aber jedes der rechts stehenden Partialprodukte []€,, ... modulo
pk, ... kongruent —1, und jeder der Exponenten, z. B. ¢(P), ist nach
S. 121 Mitte gerade, aufier wenn P = 2, wenn also ¢ = 2¢' ist; und
da hier [[€, = —1 ist, so ergibt sich in der Tat die Richtigkeit
des oben aufgestellten Satzes. Zusammenfassend konnen wir also den
allgemeinen Wilsonschen Satz in der folgenden Form aussprechen:

Das Produkt aller ¢(g) modulo g inkongruenten Einheiten
ist modulo g stets kongruent 41, und zwar ist es allein in den
Féllen kongruent —1, wenn

g=4,p" 2p"

ist, in allen anderen Féllen aber kongruent +1.
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Nur kurz moéchte ich die Ausdehnung des a.S. 226 fiir eine
Primzahlpotenz p* gefiihrten direkten Beweises des Wilsonschen Satzes
auf den Fall eines beliebigen zusammengesetzten Moduls angeben,
um einen interessanten Satz zu beweisen, der die Verallgemeinerung
desjenigen a. S. 228 ist. Denken wir uns wieder die ¢(g) modulo g
inkongruenten Einheiten in der Form gegeben:

— gos
Ers = wre,

wo w, diejenige eindeutig bestimmte Einheitswurzel sein soll, welche
kongruent r modulo gq ist, so sind fiir ein festes r die Einheiten FE,
fir s =0, 1, ... 9 1) alle und nur diejenigen modulo g

9o
inkongruenten Einheiten, welche modulo gy kongruent r, welche also in

der arithmetischen Reihe r + goh enthalten sind. Das Produkt dieser

9 Einheiten wird also:
90

g

50! 9 9
(1) gi‘[ E., = wd (o (12 (g0-1)) w 690'%(%‘1)_
s=0

Ist nun 9 ungerade, also g hochstens durch 4 teilbar, so ist
9o

1
3 (i — 1) ganz, also der Exponentialfaktor kongruent 1 modulo g.
9o

Ist dagegen 9 gerade, also g mindestens durch 8 teilbar, so ist der
9o

Exponent von e nur durch g teilbar, also der Exponentialfaktor nur
kongruent 1 modulo g Also ergibt sich der Satz:

Das Produkt aller modulo ¢ inkongruenten Einheiten, welche
in einer arithmetischen Reihe der Form 7 + goh enthalten
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sind, ist stets kongruent der (i)—ten Potenz der zugehorigen
9o

Einheitswurzel w, fiir den Modul g oder den Modul g, je nachdem
g hochstens durch 4 oder mindestens durch 8 teilbar ist.

Multipliziert man noch (1) iiber alle ¢(gy) Werte von r, so erhélt
man wieder den Wilsonschen Satz.

Als Abschlufs dieser Untersuchungen werde jetzt die Auflésung
der allgemeinen linearen ganzzahligen Kongruenz fiir eine beliebige
zusammengesetzte Zahl g = p¥q' . .. ™ als Modul auf den schon a. S. 228
behandelten Fall reduziert, daft dieser Modul eine Primzahlpotenz ist.
Hier gilt, wie jetzt bewiesen werden soll, der folgende einfache Satz:

Die ganzzahlige Kongruenz:
(2) AX = A" (mod. g)

besitzt stets und nur dann eine ganzzahlige Losung, wenn A’
durch den grofsten gemeinsamen Teiler:

(3) d=(A,g)=pgo.. rm

von A und g ebenfalls teilbar ist, und in diesem Falle ist die
Anzahl aller modulo g inkongruenten ganzzahligen Losungen
dieser Kongruenz genau gleich d.

Schreibt man némlich die Zahlen A, A" und X modulo ¢ in ihrer
multiplikativen Normalform, so geht die vorgelegte Kongruenz in die
folgende tiber:

(A Xp) (A Xy) - (A X,) =00 ... A, (mod. g),
welche dann und nur dann erfiillt ist, wenn die Kongruenzen

(4) A, X, = A, (mod. p*), ... A.X, =A (mod. r™)
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jede fiir sich bestehen, und aus jedem Losungssystem derselben
ergibt sich dann je eine eindeutig bestimmte Losung der vorgelegten
Kongruenz. Nun bewies ich aber a.a.O., daf z. B. die erste der
Kongruenzen (4) dann und nur dann eine ganzzahlige Losung hat,
wenn 2/ durch den groften gemeinsamen Teiler von (2, p") = d,
teilbar ist, und daf dann die Anzahl aller inkongruenten Losungen
gleich d,, ist, und das entsprechende gilt fiir die anderen Kongruenzen
in (4). Ferner ist offenbar

(A, p") = (A, p*) = p*,

wo pf die in d = (4,g9) = (A,p"q¢'...r™) enthaltene Potenz von p
bedeutet usw. Also besitzt die Kongruenz (2) iiberhaupt nur dann
eine ganzzahlige Losung, wenn 20 durch pro, 2, durch qv,

A/ durch 7™ wenn also A’ durch d teilbar ist. Ist dies der Fall, so
ist die Anzahl aller modulo p*, ¢!, ... ™ inkongruenten Systeme von
Losungen X, ... X, in (4) gleich p*gl ... r™ = d, und somit besitzt
in der Tat die Kongruenz (2) genau d inkongruente Losungen, unsere
Behauptung ist also vollstandig bewiesen.
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Die Auflosung der reinen Gleichungen und
der reinen Kongruenzen. Die quadratischen
Gleichungen und Kongruenzen.

§ 1. Die Auflésung der reinen Gleichungen im Ringe der
g-adischen Zahlen.

Ich wende mich nun zur Untersuchung der Frage, wann eine
beliebige reine Gleichung

(1) ' = A (9)

im Bereiche der g-adischen Zahlen Wurzeln besitzt, und, falls dies der
Fall sein sollte, wie groft die Anzahl dieser Wurzeln ist. Wir setzen
dabei zunéchst voraus, daft A keinen Nullteiler enthélt.

Die zweite Frage kann nun zunéchst sehr leicht vollstandig gelost
werden: Hat nédmlich die Gleichung (1) tiberhaupt eine Losung xg, so
daf also:

(1%) zy = A (9)
ist, und ist x irgendeine andere Losung derselben Gleichung, so
enthalten beide ebenfalls keinen Teiler der Null, und fiir ihren

Quotienten (ﬁ) = w erhalten wir aus (1) und (1*) die Gleichung:
Lo

(1*) (L) -v -1

Zo
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Jede Losung unserer Gleichung hingt also mit irgendeiner unter ihnen
durch eine Gleichung

(19 T = zow (9)

zusammen, in der w eine p* Einheitswurzel ist, und umgekehrt ist
jede solche Zahl (1¢) auch wirklich eine Losung von (1).
Wir haben also nur die Anzahl aller ;*" Einheitswurzeln

(2) w = wgpw;f‘? wP (g)

im Ringe R(g) zu bestimmen. Eine solche Zahl geniigt nun stets und
nur dann der Gleichung w” = 1, wenn

/,LIIld w = M(ﬁpu 6(]7 st 67’) - 0)

wenn also

(2%) (1)(B) =0 (mod. (P))

ist, wo (u) = (g, pt,...p0) das zu pu gehorige Indexsystem und
(P)=(p—1,...r—1) bzw. (2,...r —1) die Periode fir die

Indexsysteme ist. Ist nun
(3) (1) = (8)(1”),
ist also (0) der Indexteiler von (u), so daf
(6) = (), (P)) = ((p = 1), (g = 1), (p,r = 1))

ist, und bedeutet (0") den komplementéren Teiler zu (), fiir den also
(P) = (0)(0") ist, dann folgt aus (2?)

(8)(1”)(B) = 0 (mod. (5)(d")),
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also, da (u) zu () teilerfremd ist:

(8) =0 (mod. (8)),
d. h. es mufl

(4) (8) = (8)(8Y)

sein, wo das System (B©)) = (ﬂ,(, (0) . B(O)) ganz beliebig
angenommen werden kann. Ist umgekehrt das Indexsystem (/) durch
(0") teilbar, so ist in der Tat:

(1)(B) = (8)(8) (1) ()

durch (P) = (6§)(0") teilbar, also die Zahl w in (2) eine u™
Einheitswurzel. Man erhélt also alle verschiedenen, d.h. modulo
(P) = (6)(¢') inkongruenten p*" Einheitswurzeln, wenn man in dem
Indexsystem

(8)(87) = (5,8,...6,8")

die Elemente von () ein vollstindiges Restsystem modulo (0)
durchlaufen liRt; denn dann durchlaufen die Elemente von (¢")(5()
alle modulo (P) = (8")(0) inkongruenten durch (¢”) teilbaren Indizes.
Also ist die Anzahl aller verschiedenen ;**" Einheitswurzeln gleich

(5) n((8)) =6, 8,...6, = [[(n.p — 1),

wenn hier wie stets im Folgenden n((d)) das Produkt aller Elemente
eines Systems (J) bedeuten. Wir erhalten also den folgenden Satz:

Die Anzahl aller g-adischen Wurzeln der Gleichung

= A (g)
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ist entweder gleich Null oder gleich

() n((w), (P)) = T1(w,p = 1).

p/g

wo das Produkt iiber alle verschiedenen Primteiler von ¢ zu
erstrecken ist. Alle Wurzeln dieser Gleichung gehen aus einer von
ihnen durch Multiplikation mit einer p*" Einheitswurzel hervor.

Es ist hierbei zu bemerken, daf, falls ¢ den Primfaktor 2 enthélt, im
ersten Faktor des obigen Produktes (5) p — 1 durch 2 zu ersetzen ist.

Ich untersuche nun, wann die Gleichung (1) iiberhaupt eine
g-adische Wurzel x besitzt. Ist (¢) die Ordnungszahl, (n) der Index,
¢ der Hauptlogarithmus von z, ist also

lgz = ((¢), (1), ¢),
so folgt aus jener Gleichung, dafs

plgz = (u-(§),p-(m),pn-¢)=1gA
sein muls. Ist also:
lg A= ((a),(8),7)

der Logarithmus von A, so besitzt die Gleichung (1) stets und nur dann
eine Losung, wenn man Systeme (&), (1) und einen Hauptlogarithmus ¢
so bestimmen kann, daf die drei Gleichungen

6 p©=() g =) pC=r

erfiillt sind.
Aus der ersten Gleichung bestimmt sich das System (§) von x
eindeutig durch die Gleichung:

@ ©-(2)



Zehntes Kapitel. 289

und sie liefert dann und nur dann ein eindeutig bestimmtes ganzzahliges

«
System, wenn (—) ganz,
L

wenn also in («) = (ap, ay, - . . @) alle Exponenten durch p teilbar
sind.

Um zunéchst die dritte Gleichung (6) aufzulosen, seien:

B=0Gu Eu, 7 =Gy Ey,

WO
phgh

= |p| =phegh. e g, =] = L™,

die absoluten Betrage von p und v, also €, und e, g-adische Einheiten
sind. Dann liefert die Auflésung

(72) (=19 = _9h,

Ko 9u &un Gu

dieser dritten Gleichung nur dann einen Hauptlogarithmus, wenn der

absolute Betrag 9 von ¢ mindestens durch gy,
o

wenn also v mindestens durch |ugo| teilbar ist,

WO go = pq...7 bzw. 4q...r wieder die reduzierte Grundzahl bedeutet.
Ist das der Fall, so ist auch der Hauptlogarithmus { = J eindeutig

i
bestimmt.

Endlich besitzt die zweite Gleichung (6) stets und nur dann
mindestens eine Losung (1), wenn diese die Systemgleichung
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erfiillt, oder wegen der a. S. 264 gegebenen Definition der Gleichheit
zweier Indexsysteme, wenn dieselbe der Kongruenz:

(8) (1)(n) = (B) (mod. (P))

gentigt, wo wieder (P) = (p—1,...r—=1) bzw. (2,...r —1) die
Indexperiode bedeutet. Diese Kongruenz fiir jene Systeme vertritt
dann einfach die entsprechenden gewohnlichen Kongruenzen:

pp = Bp (mod. (p—1)), ... pm =B, (mod. (r — 1)),

von denen sie nur eine Zusammenfassung ist.
Es sei nun wieder () der Teiler des zum Exponenten p gehorigen
Indexsystemes (u), so dafs also:

@) 0) =), (P) = ((p=1), (g =1),... (g, — 1))

ist, und (¢’) der zu (0) komplementére Divisor der Periode; dann ist

(10) (1) = @) (1) (P) = (3)(8"),

und das System (u(?)) ist zu (¢) teilerfremd. Schreibt man dann die
Kongruenz (8) in der Form:

() (1 ?)(n) = (B) (mod. (8)(&")),
so erkennt man, dafs diese nur dann erfiillt sein kann, wenn:
(8) = (8)(8")

ebenfalls durch (§) teilbar ist. Ist dies der Fall, so geht unsere
Kongruenz in die einfachere:

(11) (™) () = (8Y) (mod. (&)
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iiber, und diese besitzt, da (1(*)) modulo (§') ein Einheitssystem ist,
die modulo (¢”) eindeutig bestimmte Losung:

(0)
(11%) (o) = (%) (mod. ().

Dieses ganzzahlige System geniigt der Kongruenz (11) und ist mithin
eine Losung der Kongruenz (11). Ist () irgendeine andere Losung
derselben, so ergibt sich aus den beiden Kongruenzen:

(w)(n) = (B) (1)(m) = (B) (mod. (P))

fir die Differenz

(5) = (n— o)
jener beiden Systeme die Kongruenz
(12) (1)(B) =0 (mod. (P)).

Dies ist aber genau diejenige Kongruenz (2*), deren vollstiandige
Auflosung uns die Indexsysteme () aller ™" Einheitswurzeln w
lieferte. Besitzt also die Gleichung (1) tiberhaupt eine Wurzel x, fiir
welche

(13) lgzo = ((£), (m0), ¢)

ist, so wird der Logarithmus jeder anderen Losung x durch die
Gleichung;:

(13%) gz = ((&), (o +B), Q) = ((€), (), <) + ((0),(5),0)
=lgzo + lgw = lg(wxy)
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gegeben, in welcher w wiederum eine der n((d)) verschiedenen p*®
Einheitswurzeln ist; aus dieser Gleichung folgt endlich durch Ubergang
zum Numerus, genau wie in (1),

(14) T = xow.

Fassen wir alle Ergebnisse zusammen, so ergibt sich der folgende
Satz, durch den die Frage nach den Wurzeln von beliebigen reinen
Gleichungen vollsténdig gelost wird:

Die Gleichung
at = A (g)

besitzt im Ringe der g-adischen Zahlen stets und nur dann eine
Wurzel, wenn

1) die Ordnungszahl (o) von A durch p,
2) ihr Index (B) durch den Indexteiler (9) des Index (p),

3) ihr Hauptlogarithmus v durch das Produkt go|u| teilbar
ist.

Sind diese drei Bedingungen erfiillt, so besitzt diese Gleichung
genau n((d)) Wurzeln, welche sich nur um p*® Einheitswurzeln
unterscheiden.

Der zweiten auf den Index von A beziiglichen Bedingung kann
eine andere einfache Form auf Grund des folgenden Satzes gegeben
werden:

Der Index () ist stets und nur dann durch den Indexteiler (6)
des Index (u) teilbar, wenn fiir dessen komplementéren Teiler (§”)
die Indexgleichung;:

(15) (0)(8) =0
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erfullt ist.

In der Tat folgt ja aus der Kongruenz:

(16) (8) =0 (mod. (5))
durch Multiplikation mit dem System (J")
(16%) (6)(8) =0 (mod. (P)),

da (0)(¢') = (P) ist, und daraus also die Gleichung (15); und
umgekehrt ergibt sich aus dem Bestehen der zweiten Kongruenz (16%)
die Richtigkeit der ersten (16).

§ 2. Die Auflésung der reinen Gleichungen im Koérper der
p-adischen Zahlen.

Ich spezialisiere das soeben gewonnene allgemeinste Resultat
zunachst fiir den Fall, daft die Grundzahl eine ungerade Primzahl ist.
Dann kann dasselbe in dem folgenden Satze ausgesprochen werden:

Die Gleichung
= A= p"uPe (p)

besitzt im Korper der p-adischen Zahlen dann und nur dann
mindestens eine Wurzel, wenn

1) die Ordnungszahl « ein Vielfaches von p ist,

2) der Index (8 durch den groften gemeinsamen Teiler § von p
-1
und p — 1 teilbar, oder, was dasselbe ist, wenn [ - —

4]
durch p — 1 teilbar ist.
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3) der Hauptlogarithmus v mindestens durch p™*! teilbar
ist, wenn p” die in p enthaltene Potenz von p bedeutet.

Sind diese drei Bedingungen erfiillt, und ist

a B 2
Ty =pH - whk el (p)

eine Wurzel der obigen Gleichung, so hat dieselbe genau ¢
verschiedene p-adische Wurzeln, und zwar sind diese gleich

2 6—1
g, WsTo, WsTo, .- Ws Zo,

wenn ws eine primitive 0% Einheitswurzel bedeutet.

Fiir den Bereich der dyadischen Zahlen ergibt sich das folgende
Resultat:

Die Gleichung;:
ot = 2%(—1)e” (2)

besitzt im Korper der dyadischen Zahlen stets und nur dann
wenigstens eine Losung, wenn

1) die Ordnungszahl o durch p teilbar ist,
2) der Index (B durch 6 = (u,2) teilbar, d. h. wenn fiir ein
gerades B =0 ist,

3) 7 mindestens durch 2™*2 teilbar ist, falls wieder m die
Ordnungszahl von p bedeutet.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so hat die obige Gleichung eine
Wurzel xy oder zwei Wurzeln £z, je nachdem p ungerade oder
gerade ist.
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Ist speziell A =0, so besitzt in den beiden hier betrachteten Féllen
die Gleichung z# = 0 (p) nur die eine, aber p-fache Wurzel x = 0 (p).

Natiirlich kann man auch umgekehrt die allgemeine Losung der
Gleichung

(1) 2t = A (g)

im Ringe R(g) aus den soeben abgeleiteten Sitzen fiir die zugehorigen
Korper K(p), ... K(r) ableiten. Denn die Anwendung der a. S. 261
bewiesenen allgemeinen Theoreme auf die vorliegende Gleichung (1)
ergibt sofort den Satz:

Die Gleichung (1) besitzt fiir den Bereich der zusammenge-
setzten Zahl g stets und nur dann iiberhaupt eine Wurzel, wenn
dieselbe Gleichung in jedem der Korper K(p), K(q), ... K(r)
mindestens eine Wurzel hat, wenn also die Gleichungen:

(2) t=A(p), 2#=A(q), ... 2*=A(r)

samtlich 16sbar sind. Ist dies der Fall, und sind, wie aus dem oben
bewiesenen Satze hervorgeht,

(3) 6p:(luvp_1>7 5q:(:u7q_1)7 (ST:(/LvT_l)

die Anzahlen der verschiedenen Wurzeln jener Gleichungen (2), so
besitzt die Gleichung (1) genau 9, -6, ... d,, verschiedene Wurzeln.

Enthélt A einen oder mehrere Teiler der Null, ist also z. B.
A =0 (p), so hat die erste der Gleichungen (2) nur die eine p-adische
Losung z =0 (p). In diesem Falle ist also das zugehorige 6, gleich 1
anzunehmen, und die Anzahl aller verschiedenen g-adischen Wurzeln
der Gleichung (1) ist gleich 9, ... d,.
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§ 3. Die reinen Kongruenzen fiir einen beliebigen Modul g.

Ich benutze die im § 1 durchgefiihrte Untersuchung zur Losung
der folgenden wichtigen Aufgabe:

Wieviele und welche Losungen besitzt die Kongruenz:
(1) z# = A (mod. g)
fiir eine beliebige ganze Zahl

(12) g:pkq...r
als Modul?

Um diese Aufgabe vollig allgemein und doch einfach losen zu
konnen, beweise ich zuerst den folgenden Fundamentalsatz iiber
allgemeine Kongruenzen, welcher bei allen &hnlichen Fragen angewendet
wird:

Es sei:
(2) F(z) =0 (mod. g)
eine beliebige ganzzahlige Kongruenz, und

g=aq192 (g1,92) =1

irgendeine Zerlegung ihres Moduls in zwei teilerfremde Faktoren.
Sind dann:

(2%) F(z) =0 (mod. ¢4) und F(z)=0 (mod. ¢5)

dieselbe Kongruenz fiir je einen dieser Faktoren als Modul, so ist
die Anzahl der modulo ¢ inkongruenten Wurzeln von (2) gleich
dem Produkte der modulo ¢g; bzw. modulo g¢s inkongruenten
Losungen der beiden Kongruenzen (2?).
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Ist ndmlich z irgendeine Loésung von (2), so befriedigt dasselbe x
offenbar jede der beiden Kongruenzen (2*), da ¢; und g, Teiler von g
sind, und sind z und 2’ zwei modulo ¢ inkongruente Wurzeln von (2),
so konnen sie auch nicht sowohl fiir g; als auch fiir g, als Moduln
kongruent sein. Sind umgekehrt x; und x5 je eine Wurzel der beiden
Kongruenzen (2*), so gibt es nach S. 116 eine modulo ¢ eindeutig
bestimmte Zahl x, fiir welche:

r=ux (mod. g1), x = xs (mod. gs)
wird, und da fiir sie:
F(z) = F(x1) =0 (mod. ¢1), F(x)= F(x2) =0 (mod. g)

ist, so gilt, wegen (g1,92) = 1, dieselbe Kongruenz auch modulo
9192 = g, d. h. diese Zahl ist in der Tat eine Wurzel von (2), w. z. b. w.
Es sei nun in der zu untersuchenden Kongruenz (1)

(a) = (ap, gy - . . )
die Ordnungszahl von A im Ringe R(g), wahrend wegen (1*)
(%) = (k,l,...m)

diejenige des Moduls ¢ ist. Dann wird nach der a.S. 252 unten
gegebenen Grofenanordnung im allgemeinen weder A < g (g) noch
A > g (g) sein, da ja fir je zwei entsprechende Ordnungszahlen
z.B. a, 2 k und o, <l sein kann. Dagegen kann man, wenn keiner
jener beiden Félle vorliegt, offenbar g stets und nur auf eine Weise
so in ein Produkt g¢;go von zwei teilerfremden Faktoren zerlegen,
daf im Ringe R(g1) A < g1, dagegen im Ringe R(ga) A > go
ist. Bezeichnet man dann durch ¥(A,g) die Anzahl der modulo g
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inkongruenten Wurzeln der Kongruenz (1), wihrend (A, ¢;) und
(A, gy) dieselbe Bedeutung fiir die entsprechenden Kongruenzen
besitzen, deren Moduln bzw. ¢g; und g, sind, so ist nach dem soeben
bewiesenen Satze:

V(A g) = V(A g1) - (A, ga).

Damit ist also die vollstdndige Auflésung der allgemeinen Kongruenz (1)
reduziert auf die beiden Félle, daf das eine Mal A < g (g), dafs also A
durch g teilbar ist, wiahrend das andere Mal A > ¢ (g), und zwar jede
Ordnungszahl a,, ag, ... im gewohnlichen Sinne kleiner ist als die
entsprechende k, [, ... von g. Ich brauche daher nur die beiden Fille
zu untersuchen, dafs in der urspriinglichen Kongruenz A entweder
durch g teilbar ist, oder dafs A > g (g) ist.

Im ersten Falle nun geniigt eine Zahl z dann und nur dann der
Kongruenz:

(4) 2 =A=0 (mod. g),

wenn z* < g (g), wenn also

1kl 0m
xS g =prgr ... (g)

ist. Ich bezeichne nun durch
1 k I m
(5) {gﬁ}:p{“}q{“}...’r’{;} (g)
die im gewohnlichen Sinne kleinste positive ganze Zahl, fiir welche

(5" g+ 2 {g+} (9)
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k
ist; das ist dasjenige Produkt (5), dessen Exponenten {—}, o {@}
H H
die kleinsten ganzen Zahlen sind, welche im gewohnlichen Sinne grofser

k
oder gleich den Briichen —, ... m sind. Dann ist also eine Zahl x

1t ft
1

eine Wurzel von (4), wenn x < { gﬁ}, wenn also:

v = {g/lt}f

ist, wo & eine beliebige ganze Zahl bedeutet; und zwei solche Losungen

forfe wa {or}e

sind dann und nur dann modulo g kongruent, wenn

¢=¢ (mod. {gg%})

ist. Man erhélt also alle und nur die modulo g inkongruenten Losungen
von (4) in der Form:
1
T = {g“ }é ;

wo & ein vollstdndiges Restsystem modulo

9
1

{97}
die Anzahl der Glieder eines Restsystemes fiir einen beliebigen absolut
ganzzahligen Modul M gleich M ist, so erhalten wir das erste Resultat:

durchlduft; und da

Die Anzahl aller modulo g inkongruenten Wurzeln der Kongruenz:

2 =0 (mod. g)
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ist stets

(6) 0(0,9) = —% :p’“‘{ﬁ}ql‘{ﬁ}...rm—{%}
{97}

und sie sind alle in der Form:

1

(7) r={gv}¢

enthalten, wo ¢ ein vollstindiges Restsystem fiir den obigen
Divisor (0, g) durchléuft.

Ich betrachte jetzt zweitens die Kongruenz:
(8) 2t = A (mod. g),

wo jetzt |A| jeden der Primfaktoren p, ¢, ... r weniger oft enthilt
als g, so dak ’% mindestens durch (pg...r), d. h. durch gy oder %
teilbar ist, je nachdem g ungerade oder gerade ist. Der Einfachheit
wegen will ich vorlaufig voraussetzen, dafs % in beiden Féllen durch

go teilbar ist. Soll dann z die obige Kongruenz erfiillen, so mufs, wenn
wieder Igz = ((£), (1), ¢) ist,

|z = [A],

also
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d. h. es mufs wieder die Ordnungszahl () von A durch p teilbar sein.
Setzt man dann also in (8)

1_
r=|Ar|z,

dividiert jene Kongruenz durch |A| und beachtet, daf dann
A
Al

unbekannte Einheit z = we? die Kongruenz:

E = we” die zu A gehorige Einheit ist, so ergibt sich fiir die

" =F (mod. §),

WO g = n. d. V. eine mindestens durch g, teilbare Zahl bedeutet.

9
A ,
Betrachtet man nun diese Kongruenz:

whe" = we’ (mod. g)

zundchst nur modulo gy und beachtet, daf fiir diesen Modul ¢” und
e’ beide kongruent 1 sind, so ergibt sich zunéchst genau wie a. S. 272

w” =w (mod. gy),

und diese Kongruenz ist, da alle Einheitswurzeln modulo gy inkongruent
sind, nur moglich, wenn
w" =w (g)

ist; d. h. jede zu einer Kongruenzwurzel z gehorige Einheitswurzel
wird durch dieselbe Gleichung definiert, wie diejenigen, welche vorher
zu den Gleichungswurzeln gehdrten. Nur dann besitzt also auch die

Kongruenz (8) eine Wurzel, wenn der Index (/) von w durch den
Indexteiler (6) = ((1), (P)) des Index (p) teilbar ist, und dann hat die
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zu einer Losung gehorige Einheitswurzel genau n((0)) = [[(p,p — 1)
verschiedene Werte.

Betrachtet man nun die nach dem Wegheben mit w#* = w
iibrighleibende Kongruenz

(10) e = ¢ (mod. g),
so ist sie nach S. 257 flgde. stets und nur dann erfiillt, wenn die
Exponenten auf beiden Seiten modulo ¢ kongruent sind, wenn also:

(10%) 47 =7 (mod. 7)
ist, und wenn aukerdem v und 7 beide durch gy teilbar sind. Setzt
man also: B B

7 = 907 Y =907 0

so ist 7 als ganze Zahl so zu bestimmen, daf:

(10°) 170 = Y0 <mod. i) )
9o

ist. Nach S. 283 besitzt diese Kongruenz stets und nur dann eine
Losung, wenn v, durch

wenn also v durch:

900 = (1190, 9) = (ugo, I%I)

teilbar ist. Ist diese letzte Bedingung erfiillt, so folgt aus (10°) durch
Division mit g, wobei der Modul nur durch ¢ dividiert zu werden

braucht, B
Yo = X (mod. i) :
H 9od
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oder nach Multiplikation mit g

v = 7 (mod. 2)
1 )

Alle und nur die Lésungen 7, v/, ... von (10?) sind also in der Reihe:
Y9 .9
—+t=, —4+t=, ...
i * 0 * 5’

enthalten, wo ¢, ¢, ... beliebige ganze Zahlen bedeuten, und zwei

solche Losungen v, v’ sind allein dann modulo g kongruent, wenn

wenn also

ist. Alsoist die Anzahl aller modulo g inkongruenten Hauptlogarithmen ~
der Wurzeln z gleich:

g
gl —) 4]
L= 2l4 ZOWﬁ)
g g 9o

Fassen wir also das Ergebnis dieser Untersuchung zusammen, so ergibt
sich der Satz:

Die Kongruenz
= A (mod. g),

in welcher g durch go|A| teilbar ist, besitzt stets und nur dann
Wurzeln, wenn
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1) die Ordnungszahl (o) von A durch u,

2) der Index (f) von A durch den Indexteiler (§) = ((u), (P))
des Index (u),

3) der Hauptlogarithmus v von A durch <,ug0, ﬁ) teilbar

ist.

Sind diese drei Bedingungen erfiillt, so besitzt die obige Kongruenz
genau

(141 2 Y ) = (w4l £) Gsp -1

modulo ¢ inkongruente Losungen.

Diese Bedingungen stimmen genau mit den fiir die Auflésbarkeit der
binomischen Gleichung gefundenen iiberein; nur tritt in der dritten an

die Stelle des Divisors go|u| sein grofster gemeinsamer Teiler mit i,

A
und die Anzahl der Kongruenzlosungen ist das (,LL|A], i)—fauche der
9o

entsprechenden Anzahl fiir die zugehorige Gleichung.

Ist speziell der Modul ¢ im Verhéltnis zu |A| von so hoher
Ordnung, daf g durch |gouA| teilbar ist, so sind die drei Bedingungen
fiir die Auflosbarkeit unserer Kongruenz mit denjenigen fiir die
Auflésbarkeit der entsprechenden Gleichung identisch, weil ja dann

(Ngoa ﬁ) = ugo ist; und da der in dem Ausdruck fiir die Anzahl der

Kongruenzwurzeln auftretende Teiler (\ 1A, 2) gleich |puA| wird, so
9o

ergibt sich hier der einfache Satz:



Zehntes Kapitel. 305

Die Kongruenz
(11) ¥ = A (mod. g)

besitzt, falls g durch |gopA| teilbar ist, dann und nur dann eine
Losung, wenn die entsprechende Gleichung

(11%) = A (g)

eine solche hat, und die Anzahl der modulo g inkongruenten
Kongruenzwurzeln ist dann genau das |puA|-fache von der Anzahl
der Gleichungswurzeln.

Solange ¢ also noch nicht durch |ugoA| teilbar ist, braucht die
Gleichung (11*) nicht auflosbar zu sein, obwohl die Kongruenz (11)
eine Losung hat, d.h. es kann sehr wohl A modulo ¢ einer p*"
Potenz kongruent sein, ohne dafs diese Zahl fiir den Bereich von g
eine p*® Potenz ist. Ist dagegen g ein Vielfaches von |ugoAl, so ist
A dann und nur dann fiir den Bereich von ¢ eine u*® Potenz, wenn
dasselbe modulo ¢ der Fall ist, und wahrend bei den zuerst erwahnten
irregularen Moduln g die Anzahl der Kongruenzwurzeln modulo ¢g mit
wachsendem ¢ ebenfalls zunimmt, bleibt sie von der Grenze |ugoA| ab
unveréndert gleich dem |pA|-fachen der Anzahl der Gleichungswurzeln.

Ist speziell A = E eine Einheit, und enthélt p ebenfalls keinen
der Primteiler, von g, so ergibt sich das einfachere Resultat:

Die Gleichung
(12) ' =E (g),

deren Grad zu g teilerfremd ist, besitzt stets und nur dann eine
Losung, wenn die entsprechende Kongruenz

(12%) z* = FE (mod. go)
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fiir die reduzierte Grundzahl als Modul auflésbar ist, wenn also
fiir die einfacheren Kongruenzen:

(12°) 2 = E (mod. p) 2" = FE (mod. q), ... 2" = F (mod.r)

samtlich das Gleiche gilt; (hier ist fiir ein gerades g der
Modul p durch 4 zu ersetzen). Unter dieser Voraussetzung hat
die Gleichung (12) und die Kongruenz (12%) gleich viele, namlich
genau [[(u,p — 1) verschiedene Losungen.

Ich nehme ferner speziell an, dafs nur der Wurzelexponent pu
zum Modul g teilerfremd ist. Dann féllt die dritte Bedingung fiir die
Losbarkeit der Kongruenz (1) fort, da jetzt nach der Voraussetzung

a. S. 300 oben
(i 2) = (30 2) =
"] A "] Al

und ~ stets durch g, teilbar ist; das Gleiche gilt in diesem Falle nach
S. 291 unten fiir die entsprechende Gleichung. Ferner wird in diesem
Falle die Anzahl der Losungen wegen derselben Voraussetzung gleich
|AIn((0)). Es ergibt sich also der einfache Satz:

Die Kongruenz
z# = A (mod. g)

besitzt, falls ihr Grad zum Modul teilerfremd ist, stets und nur
dann eine Losung, wenn die Ordnungszahl von A durch g und ihr
Index durch (§) = ((u), (P)) teilbar ist. Die Anzahl der modulo g
inkongruenten Losungen ist in diesem Falle gleich |A] - n((d)).

Ich spezialisiere endlich das allgemeine Resultat auch hier fiir den
Fall, daRk der Modul g unserer Kongruenz eine beliebige Potenz p*
einer Primzahl p ist, bemerke aber dabei, dafl hier mitunter der
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Fall einer ungeraden Primzahl p von dem der geraden Primzahl 2
geschieden werden mufs.

Zuerst behandle ich besonders den einfachsten Fall, dafs p = 2 und
daf die Ordnungszahl o von A gleich k£ — 1 ist, d. h. die Kongruenz:

(13) 2 = 281y (mod. 2F),
wo u = (—1)P¢” eine beliebige ungerade Zahl bedeutet; nur dieser Fall
folgt nédmlich nicht aus unserem allgemeinen Satze, da hier |%| =2,

also nicht durch gy = 22 teilbar ist. Hier bietet aber die direkte
Auflésung der Kongruenz nicht die geringste Schwierigkeit dar.
Zundchst mufl ja auch hier £ — 1 durch p teilbar sein, und dies
ist die einzige Bedingung dafiir, daf die obige Kongruenz eine Losung
hat. Ist sie ndmlich erfiillt, und setzt man:
k=1
rT=2HF -u,
so muf u ungerade sein und der Kongruenz:
u" =u (mod. 2)

geniigen, welche fiir jede beliebige ungerade Zahl w erfiillt ist. Dann
besitzt die Kongruenz (13) alle Losungen:
k=l kel
20w, 20m0u’, ...

wo wu, u’', ... beliebige ungerade Zahlen bedeuten. Zwei solche
Losungen sind allem dann modulo 2% kongruent, wenn fiir die
zugehorigen Zahlen u und u’ die Kongruenz:

_ =
=u' (mod. 20 » )

I~
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k1
besteht, und da die Anzahl aller modulo 2" inkongruenten
ungeraden Zahlen oder Einheiten gleich

k—1 k—1
@ (Qk_7> —of I o

ist, weil hier die Ordnungszahl o = k — 1 ist, so ergibt sich das folgende
einfache Resultat:

=R

Im Falle o = k — 1 besitzt die Kongruenz:
(14) 2" = A (mod. 27)

stets und nur dann iiberhaupt eine Losung, wenn die Ordnungszahl «
von A durch p teilbar ist, und zwar hat sie dann genau

(14%) P(A,2F) = 2

modulo 2* inkongruente Wurzeln.

Man erkennt, daft in diesem einzigen Ausnahmefalle o =k — 1
k

die Anzahl 2% » = 2a_{ﬁ} mit derjenigen 2k_{’_‘} tibereinstimmt,
welche fiir den néchst hoheren Fall « = k aus der Spezialisierung von
(6) a. S. 299 fiir g = 2" folgt.

In allen anderen Féllen ergibt sich aus den beiden Sétzen a. S. 299
und 242 unmittelbar das folgende Resultat:

Die Kongruenz:
(15) " = A = p*w’e? (mod. p¥)

besitzt, falls o = k, also A =0 (mod. p¥) ist, stets genau:

(15%) oA — Uit
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modulo p* inkongruente Wurzeln.

Ist dagegen o < k, also A nicht durch p* teilbar, so besitzt
sie stets und nur dann Lésungen, wenn:

1) a durch p,
2) 8 durch (pu,p — 1) bzw. durch (g, 2),
3) 7y durch p(|u|, p*=271) bzw. durch 4(|u|, 257272) teilbar ist.

Sind diese drei Bedingungen sdmtlich erfiillt, so hat diese
Kongruenz:

(15°) (A, p*) = (p*|ul, P ) (pp — 1)
=p*(lul. p"* ) (pp— 1)

beziehungsweise:

(15°) (A, 2%) = (2%, 257%) (1, 2)
= 2%(|p), 2707 (1, 2)

inkongruente Losungen, je nachdem der Modul eine ungerade
Primzahlpotenz oder eine Potenz von 2 ist.

Aus diesen speziellen Resultaten folgt jetzt auch unmittelbar eine

andere einfache Losung der allgemeinen Kongruenz, und zwar ohne
jede beschrinkende Voraussetzung. Aus dem allgemeinen Theorem auf
S. 295 unten erhélt man namlich offenbar den Satz:

Die Kongruenz
¥ = A (mod. g)
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fiir einen beliebigen zusammengesetzten Modul g = pFq¢’...r™

besitzt stets und nur dann iiberhaupt eine Losung, wenn das
Gleiche fiir jede der Kongruenzen:

" = A (mod. p¥), ... "= A (mod. r™)

gilt, und fiir die Anzahl (A, g) ihrer inkongruenten Losungen
besteht die Gleichung:

(A, g) = (A, p") . (A ™).

§ 4. Die Auflésung der reinen quadratischen Gleichungen.

Ich wende die in diesem Kapitel durchgefiihrten allgemeinen
Untersuchungen an auf die Auflosung der reinen quadratischen
Gleichung;:

(1) z? = A (g),

eine Gleichung, auf die sich, wie am Schlufs dieses Paragraphen gezeigt
werden wird, die Auflésung jeder beliebigen quadratischen Gleichung
vollstindig reduzieren laft. Zur Behandlung unserer Gleichung
brauchen wir nur in dem allgemeinen auf S. 291 ausgesprochenen
Satze pu = 2 zu setzen. Zundchst nehme ich an, daft A keinen Teiler
der Null enthélt. Dann ergibt sich aus jenem Satze, dafs die obige
Gleichung nur dann eine Wurzel im Ringe R(g) besitzt, wenn ihre
Ordnungszahl (a) = (v, ay, ... ;) durch 2 teilbar ist. Wir wollen in
der Folge ein ganzzahliges System gerade nennen, wenn alle seine
Elemente gerade Zahlen sind. Dann 14t sich unsere erste Bedingung
dahin formulieren, daf die Ordnungszahl (a) = (2a”) von A ein
gerades System sein muf.
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Zweitens wird im Falle p = 2 der Indexteiler () des zugehorigen
Systemes (u) = (2)

(0) = ((2),(P)) =((2,2), (2, = 1),... (2,7 = 1)) = (2),

weil jedes System (P)=(p—1,...7r—1) bezw. (2,¢—1,...7r —1)
offenbar gerade, also durch das System (2) teilbar ist. Also ist die
zweite Bedingung, dafs der Index (f) von A durch den Indexteiler (¢)
des Systems (2) teilbar ist, dann und nur dann erfiillt, wenn auch
dieser Index (8) = (26?)) ein gerades System ist.

Endlich ist der absolute Betrag |u| fiir den Bereich von g im Falle
i = 2 offenbar gleich 1, wenn g ungerade, aber gleich 2, sobald ¢ eine
gerade Zahl ist. Also besagt die dritte Bedingung in unserem Falle,
daf der Hauptlogarithmus v von A durch gy oder durch 2gq teilbar
sein muf, je nachdem ¢ ungerade oder gerade ist. Fiir ein ungerades ¢
ist also diese Bedingung von selbst erfiillt, fiir ein gerades g dann und
nur dann, wenn der Hauptlogarithmus nicht blofs durch 4, sondern
mindestens durch 8 teilbar, oder, was dasselbe ist, wenn die zu A
gehorige Haupteinheit von der Form 8n + 1 ist.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so besitzt die Gleichung (1) eine
Losung, die g-adische Zahl A ist also eine g-adische Quadratzahl. Eine
dieser Losungen ist dann offenbar die folgende eindeutig bestimmte
g-adische Zahl:

Bp Bq Br 0l
-9 _Q%q - 0 —5 5
To=VA=p2 - -q2...r2 -wp wg. w? e
Qp By : . Y
deren Exponenten — ... —, ... absolut ganz sind, wahrend —

wieder durch gg teilbar, also ein Hauptlogarithmus ist. Nach dem
Satze a. S. 291 unten ist dann die Anzahl aller verschiedenen Wurzeln
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dieser Gleichung gleich
n((9)) =n(2,2,...2) =29,

wenn o die Anzahl aller verschiedenen Primfaktoren (p,q...r) bzw.
(2,q,...7) von g bedeutet, und sie unterscheiden sich von zy um je
eine der 2¢ zweiten Einheitswurzeln, d. h. um je eine Wurzel € der
reinen Gleichung

(2) e =1 (g).
Alle und nur diese 2¢ zweiten Einheitswurzeln sind in der Formel:
(27) e=(=1y(=1g. .. (=1
enthalten, wo z. B. (—1), fir den Bereich von p gleich —1, fiir
diejenigen von ¢, ... 7 gleich +1 ist, usw., und wo jeder der
o Exponenten ¢, ... gleich Null oder Eins sein kann. Wir erhalten

also das folgende allgemeine Resultat:

Die Gleichung
2> = A (g)

besitzt im Ringe der g-adischen Zahlen stets und nur dann
Wurzeln, wenn die Ordnungszahl (o) und der Index (8) von
A gerade Systeme sind und wenn, falls g gerade ist, der
Hauptlogarithmus v von A durch 8 teilbar ist. Sind diese
Bedingungen erfiillt, so besitzt diese Gleichung 2¢ verschiedene
Wurzeln, wenn g p verschiedene Primfaktoren hat, und diese
unterscheiden sich nur um je eine der 22 zweiten Einheitswurzeln.

Ich spezialisiere dieses Resultat jetzt fiir den Fall, dafs der Bereich
R(g) ein p-adischer Zahlkorper ist, dessen Grundzahl eine beliebige
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ungerade Primzahl oder 2 sein kann, schliefse jetzt aber den Fall nicht
aus, dafs die zu untersuchende Zahl A gleich Null ist. Dann ergibt sich
der Satz:

Die Gleichung
(3) 2t = A =prw’e (p)

besitzt, falls A # 0 ist, stets und nur dann eine Losung, d. h. A
ist stets und nur dann eine p-adische Quadratzahl, wenn o und
gerade Zahlen sind, und wenn aufterdem, falls p = 2 ist, v durch 8
teilbar ist. Sind diese Bedingungen erfiillt, so hat diese Gleichung
die beiden verschiedenen Werte

a B 7
+VA, wo VA=prwze2

ist. Ist A = 0, so hat die obige Gleichung nur die eine, allerdings
doppelt zu zahlende Wurzel x = 0.

Wir wollen in wesentlicher Verallgemeinerung einer von Legendre
A

gegebenen Bezeichnung unter dem Symbole (—) die Zahlen +1, —1
p

oder 0 verstehen, je nachdem A entweder eine von Null verschiedene
p-adische Quadratzahl oder keine Quadratzahl oder endlich A = 0 ist.
Dann ist also

A
<—> =41, wenn A # 0, wenn « und [ gerade und
p wenn (fir p = 2) v durch 8 teilbar ist,

A
(4) (—) =—1, wenn A # 0 und mindestens eine der
p vorigen Bedingungen nicht erfiillt ist,

(é> =0 wenn A = 0 ist,
p
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und der obige Satz kann dann kiirzer folgendermafen ausgesprochen
werden:

Die Anzahl der p-adischen Wurzeln der quadratischen
Gleichung
z* = A (p)

()

denn sie ist in den drei unterschiedenen Féllen gleich 2, 0 oder 1.

Wendet man dieses Resultat an auf die Losung der allgemeinen
Gleichung (1) in einem beliebigen Zahlenringe R(g), so ergibt der Satz
a. S. 261 in diesem Falle das folgende einfache Resultat:

ist stets gleich

Die Anzahl der verschiedenen g-adischen Wurzeln, welche die
Gleichung

(5) 2= A (g)

besitzt, ist stets gleich

® i+ (5)

wo die Multiplikation auf alle verschiedenen Primteiler von g zu
erstrecken ist.

Hieraus ergibt sich endlich noch der Satz:

Besitzt die obige Gleichung iiberhaupt eine Losung, so hat
sie genau 2277 verschiedene Wurzeln, wenn o die Anzahl der
verschiedenen Primfaktoren von ¢, o die Anzahl der Nullteiler
von A bedeutet.
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In der Tat sind ja unter dieser Voraussetzung von den g Faktoren in
dem Produkte (5*) genau o gleich 1, die {ibrigen ¢ — o gleich 2.

Zieht man in der Gleichung (5) aus der Zahl A die grofte in ihr
enthaltene Quadratzahl heraus, so lafst sie sich stets eindeutig in der
Form schreiben:

A= AOA% (9)

wo Ay, der sog. reduzierte Bestandteil von A, die
folgende Form hat:
PR T )
Hier sind die Systeme (a(®) und (3) offenbar die kleinsten
nicht negativen Reste, welche die Ordnungszahl ( ) und der Index (5)
von A modulo (2) besitzen, ihre Bestandteile (ap . )(B(O) ..) sind
also alle gleich 0 oder 1; der Hauptlogarithmus 44 dagegen ist
stets gleich Null, wenn ¢ ungerade ist, und gleich 0 oder 4, wenn g
gerade ist, es ist namlich 44 der klelnste nicht negative Rest des
Hauptlogarithmus 4y von A modulo 8; () selbst ist also ebenfalls
gleich Null oder 1. Enthélt A einen Teiler des Null, ist also etwa
= +00, so muf dieser mit A; verbunden werden; alsdann sind also
oq(go), ) ynd, falls p = 2 ist, auch v(© gleich Null.
Die Gleichung
2= A= AyA? (9)

besitzt nach dem soeben bewiesenen Satze stets und nur dann eine
Losung, d. h. A ist allein dann eine g-adische Quadratzahl, wenn ihr
reduzierter Bestandteil Ay = 1, wenn also:

lg Ag = (), (8),47) =0

ist.



Zehntes Kapitel. 316

Rechnen wir alle g-adischen Zahlen A in eine und dieselbe Klasse,
welche sich nur um eine Quadratzahl unterscheiden, so gehoren zwei
solche Zahlen A und A’ stets und nur dann in dieselbe Klasse, wenn
ihre reduzierten Zahlen A, und A{ gleich sind. Die Anzahl dieser
Klassen ist daher gleich der Anzahl aller verschiedenen reduzierten
Zahlen. Ist o wieder die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren
von g, so gibt es genau 2% oder 2%¢™! verschiedene Indexsysteme
((a(@), (B©),44®) je nachdem g ungerade oder gerade ist, weil jeder
der 2p Indizes agj), e ﬁpo , ... und fiir ein gerades ¢ auch 4 gleich
Null oder Eins sein kann.

Auf die jetzt vollstdndig durchgefiihrte Auflosung der reinen
Gleichung (1) laft sich, wie bereits oben erwéhnt wurde, die Losung
der allgemeinen quadratischen Gleichung

(6) ar’ +br+c=0 (g)

reduzieren. Dabei konnen und wollen wir voraussetzen, dafs der
Koeffizient a der hochsten Potenz von x keinen Nullteiler enthalt.
Besifse nédmlich a etwa den Nullteiler O,, so wiirde sich ja (6) fiir den
Bereich von p auf die lineare Gleichung:

br+c¢=0 (p)

c
reduzieren, d.h. es wiirde z = —— (p) sein, und die quadratische

Gleichung ware nur noch fiir den Bereich der iibrigen Primfaktoren
von g aufzulésen. Hat aber a keinen Nullteiler, so ergibt die Auflésung
von (6) in der gewohnlichen Weise fiir  die Gleichung:

x_—b+\/Z

2a

(6%)
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wo A = b? — 4ac die Diskriminante unserer Gleichung ist, und jedem
der verschiedenen Werte von /A entspricht eine Wurzel unserer
Gleichung.

Die Anzahl aller verschiedenen g-adischen Wurzeln der
Gleichung (6) ist also stets gleich

1+ ().

wenn A = b? — 4ac die Gleichungsdiskriminante bedeutet.

Genau ebenso léft sich die vollstdndige Auflosung der allgemeinen
kubischen und biquadratischen Gleichung in einem beliebigen
Zahlenringe R(g) durchfiihren.

§ 5. Die Auflosung der reinen quadratischen Kongruenzen.

Ich wende jetzt die Ergebnisse des § 3 an, um die allgemeine reine
quadratische Kongruenz:

(1) 2 = A (mod. g)

fiir einen beliebigen Modul und ein beliebiges ganzzahliges A vollstandig
aufzulosen.

Setzen wir in dem ersten der beiden a.S. 297 unterschiedenen
Félle (A =0 (mod. g)) p =2, so ergibt sich fiir die Anzahl (0, g)
der modulo g inkongruenten Wurzeln die Gleichung:

w00 = —0— 1 B ol - g
{92}

N
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k k
wo |5 wieder die grofte in dem Bruche 5 enthaltene und entsprechend

[\/g] die grofte in /g enthaltene ganze Zahl bedeutet.

Die Anzahl aller modulo ¢ inkongruenten Wurzeln der
Kongruenz:

(2) 22 =0 (mod. g)
ist also stets gleich:
(2%) ¥(0,9) = [V9l
So hat z. B. die Kongruenz

7* =0 (mod. 360)

3 1
genau [v/360] = [22 -3-52] = 6 Wurzeln, némlich die sechs modulo 360

inkongruenten Multipla von

2{%} .3{1} 5{%} = 60.

Der zweite der a.a.O. unterschiedenen Félle wird nun im
wesentlichen durch den Satz vollstdndig erledigt, welcher aus dem
S. 304 bewiesenen Theorem fiir y = 2 hervorgeht:

Die Kongruenz
7> = A (mod. g),

in welcher - durch |A| teilbar ist, besitzt, falls 9 auch durch
0 9o
|2A] teilbar ist, stets und nur dann eine Losung, wenn die

entsprechende Gleichung eine solche hat, und zwar ist die Anzahl
der inkongruenten Losungen derselben das |2A|-fache der a. S. 312
bestimmten Anzahl der Gleichungswurzeln.
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Hierdurch wird die Frage der Auflosbarkeit der reinen quadratischen
Kongruenz fiir einen ungeraden Modul g, vollkommen und fiir einen
geraden Modul g = 2¥¢, in allen Fillen aufer den beiden entschieden,

wo A durch 2572 und 2¥~! genau teilbar ist, wo also ‘%’ gleich 2 oder
2

22 ist; denn fiir einen ungeraden Modul ist ja |2A| = |A|, fiir einen

geraden |2A| = 2|A|, und abgesehen von jenen beiden Fillen ist g
go

durch |2A] teilbar, wenn diese Zahl durch |A| teilbar ist. So ergibt

sich der folgende allgemeine Satz:

Die Kongruenz
7> = A (mod. g),

in welcher g durch |A| teilbar ist, besitzt stets genau

3) v(d g) =[24]- ] (1 + (f))

modulo ¢ inkongruente Wurzeln. Eine Ausnahme bilden nur die

beiden Fille, wo gleich 2 oder 4 ist.

7l
Als

Jene Anzahl ist also [2A] - 22 oder 0, je nachdem alle o Symbole
A

— | = 1 oder auch nur eines gleich —1 ist. Die hier ausgeschlossenen

p
Fille endlich ergeben sich hochst einfach aus dem a.S. 297 oben
bewiesenen Satze, daf fiir g = 2%g,

V(AL g) = Y(A, 2)0(A, 0,)
@ —va.29pal, 11 (1+(3))

P/gu

ist. Es ist also fiir jene beiden Félle nur noch (A4, 2%) zu berechnen.
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Ist nun A = 2%(—1)%e** und zuerst a = k — 2, so muf nach
S. 308 a und § gerade sein, wahrend der Hauptlogarithmus 4+, durch

(4]2[,2%) = 22 teilbar sein muf, was also hier keine neue Bedingung
ergibt. Alsdann erhalten wir nach (15°) a. S. 309

V(A 2F) =2M2(2,1)(2,2) = 2" = 2. 29,

und aus (4) folgt endlich:

Q v =a T (1+(5))

P/9u

wo aber hier das Produkt nur {iber die ungeraden Primfaktoren von g
zu erstrecken ist.

Ist endlich a = k—1, so folgt aus S. 308 oben, daf
hier nur die Ordnungszahl a gerade zu sein braucht, wéihrend
Index und Hauptlogarithmus beliebig sein koénnen; alsdann ist

k=1 o
P(A,2F) =22 =22, also

) s =2 pal, 11 (1+(2)).

P/ 9u

So erhalten wir das folgende hochst einfache Resultat:
Die Kongruenz

7 = A (mod. g)

besitzt, falls |A| durch g teilbar ist, genau [/g], falls 9 Qurch
9o
|2A] teilbar ist, genau:

RO
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modulo ¢ inkongruente Losungen. In den beiden allein
ausgeschlossenen Féllen A = 28724, bzw. A = 28-1 A, gelten die
Gleichungen (5) und (5%).

Der fiir die Anwendungen wichtigste Fall ist der, daf
A=FE=we (g)

eine Einheit fiir den Bereich von ¢ ist; dann ergibt sich aus dem
letzten Satze jetzt das folgende Theorem:

Die Kongruenz
(7) 2? = E (mod. g)

besitzt, falls 9 durch |2| teilbar ist, genau:
9o

o ()

modulo ¢ inkongruente Losungen.
Nur dann ist 2 nicht durch |2| teilbar, wenn g gerade und die in g

go
enthaltene Potenz von 2 gleich 2! oder 22, wenn also g = 2g, bzw.

g = 4g, ist. In diesen beiden Féllen folgt aus (5) und (5%)

=211 (1+(5)
= 11 (5))

Fassen wir diese Ergebnisse iibersichtlich zusammen, so ergibt
sich der folgende Satz:

(7)
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FEine Kongruenz
r? = E (mod. g,)

besitzt stets und nur dann eine Wurzel, wenn fiir jede der ¢ in
dem ungeraden Modul enthaltenen Primzahlen p

(-

ist, und dann ist die Anzahl ihrer inkongruenten Wurzeln gleich 2¢.

Dasselbe ist der Fall, wenn der Modul g = 2g, das Doppelte
einer ungeraden Zahl ist. Ist aber g = 4g, das Vierfache einer
ungeraden Zahl, so ist aufler den vorigen p Bedingungen noch
erforderlich, daf E von der Form 4n + 1 ist, und dann ist die
Anzahl der Wurzeln gleich 2!, wenn o wie vorher die Anzahl
der verschiedenen ungeraden Primfaktoren von ¢ bedeutet.
Ist endlich g durch 8 teilbar, so muf £ auferdem von der
Form 8n + 1 sein, und dann hat dieselbe Kongruenz genau 22+2
modulo ¢ inkongruente Wurzeln.

Sind xy und z zwei beliebige Losungen der Kongruenz (7), so ist
- ¢ eine Wurzel der Kongruenz
Zo

(8) g2 =1 (mod. g),

also eine zweite Einheitswurzel modulo ¢, und umgekehrt liefert jedes
Produkt x = zge eine der Wurzeln von (7). Alle Wurzeln dieser
Kongruenz gehen also aus einer von ihnen durch Multiplikation mit je
einer zweiten Einheitswurzel modulo ¢ hervor. Fiir einen beliebigen
Modul besitzt die Kongruenz (8) stets Losungen, z. B. § = +1;
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nach dem soeben bewiesenen Satze ist also die Anzahl v (1,¢) aller
zweiten Einheitswurzeln ¢ modulo ¢ in den vorher unterschiedenen
Fillen gleich 22, 22, 291 202 Diese Anzahl ist stets ein Multiplum
von 4, aufser in dem Falle, dafs g eine ungerade Primzahlpotenz oder
das Doppelte einer solchen oder gleich 4 ist, denn allein dann ist
¥(1,9) =22 und o =1, bzw. ¥(1,4) = 2.

Zu jeder dieser zweiten Einheitswurzeln € gehort eine andere —e,
und ihr Produkt ist —e? = —1. Hieraus ergibt sich sofort der Satz:

Das Produkt [] e aller zweiten Einheitswurzeln modulo ¢ ist

1
fiir diesen Modul kongruent (—1)2%(9); ¢s ist also dann und nur
dann kongruent —1, wenn ¢ gleich 4 oder p* oder 2p” ist, in allen
anderen Féllen aber kongruent +1.

Aus diesem Theorem ergibt sich sofort ein neuer und sehr
einfacher Beweis des Wilsonschen Satzes. Betrachtet man némlich alle
©(g) modulo g inkongruenten Einheiten E und trennt die ¢ (1, g) unter
ihnen vorkommenden zweiten Einheitswurzeln € von den iibrigen E,

so ist
[TE=TIE[[e= (D)"Y T[E (mod. g).

Das rechtsstehende Produkt [] E aller inkongruenten Einheiten,
welche keine zweiten Einheitswurzeln sind, ist aber kongruent +1,
da zu jedem solchen E eine andere Einheit E’ gehort, fiir welche
EE' =1 (mod. g) ist. Wére némlich fiir eine solche Einheit E =E’,

so miifite ja E2 =1, also E eine zweite Einheitswurzel sein. Also 1st
in der Tat [[E = H(EE ) = +1, d. h. es ist

[1E = (—1)*%9 (mod. g)

und damit ist der Wilsonsche Satz aufs neue bewiesen.
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Das Reziprozitiatsgesetz fiir die
quadratischen Reste.

§ 1. Die quadratischen Reste fiir einen Primzahlmodul. Das
Eulersche Kriterium und das Gausssche Lemma.

Durch die Untersuchungen des zehnten Kapitels ist die Frage, ob
eine Zahl A eine g-adische Quadratzahl ist oder nicht, theoretisch
vollstéandig gelost. Praktisch ist aber diese Losung noch nicht recht
brauchbar, weil sie die Exponentialdarstellung von A voraussetzt,
welche in jedem speziellen Falle nicht ohne einige Rechnung gegeben
werden kann. Allerdings kann ja die Frage, ob die Ordnungszahl
(o) = (ap, ... ) von A gerade ist oder nicht, stets unabhéngig von
dieser Darstellung entschieden werden. Deshalb kénnen und wollen wir
im folgenden A stets als g-adische Einheit, also («) = (0) voraussetzen.
Setzen wir nun in dem Theorem a.S. 304 A = FE, pu = 2, also
lgoptAl = |2go], so erhalten wir den folgenden einfachen Satz:

Eine Einheit E ist stets und nur dann eine g-adische
Quadratzahl, wenn die zugehorige Kongruenz:

(1) 22 = E (mod. |2go|)
eine Losung besitzt.

Nehmen wir also der Allgemeinheit wegen
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gleich als gerade an, so ist die Zahl E dann und nur dann eine g-adische
Quadratzahl, wenn fiir sie die folgenden einfachen Kongruenzen:

(1*) 2 = E (mod. 8), z°=FE (mod. p), ... 2°=E (mod. r)

sdmtlich eine Losung besitzen. Nur diese sind also im folgenden weiter
zu untersuchen.

Die erste von diesen Kongruenzen ist nach S. 322 oben stets und
nur dann erfillt, wenn F von der Form 8n + 1 ist. Ist ferner p eine
beliebige ungerade Primzahl, und setzt man a. S. 303 unten A = E,
it = 2, so erkennt man, dak die Kongruenz:

2> = F =w’e’ = w’® (mod. p)
stets und nur dann eine Wurzel hat, wenn g = Ind. E gerade ist. Ist

w=g+aqap+... (p)

die p-adische Entwicklung der primitiven Einheitswurzel w, so ist ihr
Anfangsglied g eine primitive Kongruenzwurzel modulo p und es ist
stets:

E=uw’=4" (mod. p).

Man kann also das Ergebnis dieser Untersuchung in dem folgenden
Satze aussprechen:

Eine Einheit FE ist fiir den Bereich von 2 stets und nur
dann eine Quadratzahl, wenn sie von der Form 8n + 1 ist; fiir
den Bereich einer ungeraden Primzahl p ist sie eine Quadratzahl,
wenn ihr Index fiir den Bereich von p, oder, was dasselbe ist,
wenn ihr Index modulo p gerade ist.
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Besitzt die Kongruenz
7> = F (mod. 8) bzw. z°=F (mod. p)

eine Wurzel, so wollen wir £ einen quadratischen Rest
modulo 2 bzw. modulo p nennen;dagegensoll E ein Nicht-
rest fiir 2 bzw. p heifen, wenn jene Kongruenzen keine Wurzel
haben. Hiernach ist E ein quadratischer Rest oder Nichtrest, je

E E
nachdem (5) bzw. (—> gleich +1 oder —1, je nachdem also F fiir
p

den Bereich von 2 bzw. von p eine Quadratzahl ist oder nicht.
Im Falle p = 2 besitzt die Gleichung:

(2) v® = E = (-1)%" (2)

nach S. 312 unten stets und nur dann eine Losung, wenn sowohl 3
als auch ~ gerade sind, oder, was auf dasselbe herauskommt, wenn E
von der Form 8n + 1 ist. Da also hier sowohl der Index als auch der
Hauptlogarithmus von E je eine Bedingung erfiillen miissen, so wollen

E
wir das Symbol (5) gleich dem System:

3 (5) = (=1

setzen, welches die vier Werte (+1,+1), (—=1,-1), (+1,—1), (—=1,+1)

haben kann; dann ist E stets und nur dann eine Quadratzahl, also
E

5= +1, wenn das ihm gleiche System auf der rechten Seite gleich

(+1,41) ist.
Betrachtet man die Gleichung E = (—1)” - ¢’ zuerst modulo 4,
und hierauf die aus ihr folgende E? = €7 fiir den Modul 16, so ergeben
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sich, da ¥ =1 (mod. 4), € = 1+ 8y (mod. 16) ist, die Kongruenzen:

E=(-1)’=(1-2)=1-28 (mod. 4)
E—-1 E? -1

@ IR

= v (mod. 2).

Dadurch erhélt man also aus (3) auch die folgende Darstellung des
Legendreschen Zeichens in diesem Falle:

Q (5) = (05 05).

Zwel Einheiten

(6) E= (-1’ und FE = (-1)%e"

sind stets und nur dann modulo 8 kongruent, wenn 5 = ' und
v =4 (mod. 2) sind. Sind also £ und £’ modulo 8 kongruent, so ist

E E’
6* —l=1—=.
L (2)-(3)
ist also K =8n+¢, wo € =1, 3, 5, 7 sein kann, so ergibt sich:

) (5) = (0% 7).

und da in den vier unterschiedenen Fillen das rechts stehende Symbol
bzw. gleich (+4), (——), (+—), (—+) ist, so ergibt sich der Satz:

E
Das Symbol (§> ist (+4), (——), (+—), (—+), je nachdem
E—=8n+1,3 5, 7 ist.
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Da ferner fiir das Produkt der beiden Einheiten (6)
EE — (_1)ﬁ+6'e4(7+7')

ist, so besteht die folgende allgemeine Gleichung;:

(8) EE"\ [(E E"\

2 ) \2 2 )’
denn der gemeinsame Wert beider Seiten ist ja: ((—1)%+% (—=1)7"),
wenn das Produkt zweier Systeme wie a. S. 251 oben definiert wird.

Ist zweitens p eine ungerade Primzahl und £ = w?e” eine beliebige
Einheit modulo p, so ist nach dem Satze a. S. 325:

(3)-co

oder, da —1 =w 2 und FE = w” (mod. p) ist,

(9 (£)=w's =65 (o )

es besteht also der folgende Satz, das sog. Eulersche Kriteri-
um:
Eine Einheit FE ist quadratischer Rest oder Nichtrest fiir

p—1
eine ungerade Primzahl p, je nachdem E 2 modulo p kongruent

E
+1 oder —1 ist. Das Symbol (—) ist also gleich dem absolut
p

p—1
kleinsten Reste von £ 2 modulo p.

Hieraus ergeben sich sofort die beiden Folgerungen:
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Sind £ und E’ modulo p kongruent, so ist

©)- )

Sind £ und E’ beliebige Einheiten, so ist stets
EFE’ E E’
(11) ===
p p p

p—1 p—L
denn im ersten Falle ist ja £ 2 = E' 2 (mod. p), im zweiten ist
p=1
der gemeinsame Wert beider Symbole kongruent (E'E’) 2 . Speziell

ergibt sich fiir ' = F die selbstverstiandliche Folgerung, daf fiir jede
Einheit F

. ()<

p

ist.

Es brauchen hiernach nur die modulo p inkongruenten Einheiten
1,2, ... p—1 oder die ihnen modulo p abgesehen von der Reihenfolge
kongruenten (p — 1)-ten Einheitswurzeln

auf ihren quadratischen Charakter untersucht zu werden. Unter den
letzteren sind nun offenbar genau die Hélfte, ndmlich die geraden
Potenzen

(12) 1, w? wh, ... wP?
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Reste, wiahrend die P

ungeraden Potenzen
(122) w, w, ... wP?

—1
Nichtreste sind. Es ist leicht, die beiden Gleichungen des pT -ten

Grades aufzustellen, denen die Reste bzw. die Nichtreste geniigen. Ist

namlich

20+¢
)

w = w
wo € = 0 oder 1 ist, je nachdem w ein Rest oder Nichtrest ist, so ist ja

—p1
w 2 = (—1)87

d. h. gleich +1 oder —1, je nachdem ¢ Null oder Eins ist. Setzen wir
also ein fiir alle Male

so ergibt sich der folgende einfache Satz:

Unter den p — 1 = 27 verschiedenen Einheitswurzeln gibt es
genau m quadratische Reste und ebensoviele Nichtreste, und sie
sind die simtlichen Wurzeln der beiden Gleichungen 7" Grades:

(13) 2"—=1=0 und 2"+1=0,
deren linke Seiten die beiden Faktoren sind, in welche die Funktion
Pt 1= (2" — 1) (2™ + 1)

zerfallt.
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Aus den beiden Zerlegungsgleichungen

(13%) 2" — 1=z —w*), 2" +1=]][(x—w*"
ergibt sich fiir z = 0:

(14) [Tw* = ()", [[w" = (-1,

und fiir jedes p > 3 liefert die Vergleichung der Koeffizienten von ™!
in (13*) die Gleichungen:

(14%) S w?* =0, Y w*=0.
Es sei
(15) w W@ ™

das vollstdndige System aller 7 verschiedenen quadratischen Reste unter
den p — 1 Einheitswurzeln; dann sind die 27 = p — 1 Einheitswurzeln

(15%) +w®, +w?®, £ w™

alle voneinander verschieden; denn nur dann kénnte ja +w® = 4w®)
sein, wenn w®* = w(k)Q, wenn also k = ¢ wéare, und die beiden Zahlen
+w® und —w® sind ja stets voneinander verschieden. Also bilden
die p — 1 Zahlen (15*) ein vollstédndiges System aller verschiedenen
(p — 1)-ten Einheitswurzeln. Da man jede der beiden Quadratwurzeln
aus w®” durch +w® bezeichnen kann, so erhilt man 27 verschiedene
solche Systeme (w®, w® .. w™) dieich Halbsysteme nennen
will. Jedes der 2™ Halbsysteme geht aus einem unter ihnen durch
Verénderung seiner Vorzeichen hervor. Speziell ist (1,w,w?, ... w™ 1)
ein solches Halbsystem, da ja die Quadrate (1,w? w?,...wP™3) alle



Elftes Kapitel. 332

verschieden sind; aber auch die Einheitswurzeln (wy, ws, ... w,), welche

modulo p den P2 orsten Zahlen (1,2,...7) kongruent sind, bilden

ein Halbsystem, weil fiir zwei solche Einheitswurzeln niemals w; = —wy,
oder w; + wy = 0 sein kann, da ja sonst fiir ihre Anfangsglieder i + k
durch p teilbar sein miifte, wihrend doch beide positiv und kleiner
p .
Is = sind.
als 5 sin

Mit Hilfe dieser Halbsysteme kann man einen neuen Ausdruck fiir

w
den quadratischen Charakter (—) einer beliebigen Einheitswurzel
p
herleiten, welcher fiir die weiteren Betrachtungen von fundamentaler

Bedeutung ist. Ist ndmlich (w®, w®, ... w™) ein beliebiges Halbsystem
und w irgendeine Einheitswurzel, so ist auch (ww™, ww®, ... ww™)
cin Halbsystem, da ja aus jeder Gleichung ww® = +ww® sich
w® = +w® ergeben wiirde; und da sich dieses Halbsystem von dem
vorigen nur durch die Vorzeichen und die Reihenfolge unterscheiden
kann, so bestehen die folgenden Gleichungen:

/
1 = Elw(l )

g |
g/—\

(16)

wo die ¢ = £1 und die Indizes (1',2',...7") die Zahlen (1,2,...7)
in anderer Reihenfolge bedeuten. Multipliziert man diese Gleichungen
miteinander und hebt mit dem Faktor (w ...w™), so ergibt sich die
Gleichung;:
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Ist also pu die Anzahl der Vorzeichen —1 auf der rechten Seite, so

folgt:
()=

So ergibt sich der folgende Satz, welcher das Gausssche
Lemma genannt werden soll, weil dasselbe zuerst von Gauss in
seinem wichtigsten Spezialfall bewiesen worden ist:

Ist (w) ein ganz beliebiges Halbsystem und w irgendeine
Einheitswurzel, so ist stets

(1) (%)= v

wenn p die Anzahl der Zeichenwechsel ist, um welche sich das
Halbsystem (ww®) von dem Halbsysteme (w(®) unterscheidet.

Da jede durch p nicht teilbare Zahl ¢ ihrer Einheitswurzel w,
modulo p kongruent ist, so gelten alle soeben fiir die Einheitswurzeln
bewiesenen Sdtze auch fiir alle Einheiten modulo p. Diese brauchen
daher hier nur ausgesprochen zu werden:

Eine Zahl ¢ = ¢” (mod. p) ist stets und nur dann quadratischer
Rest modulo p, wenn ihr Index 8 modulo p gerade ist; daher ist ¢
Rest oder Nichtrest, je nachdem

-1

(18) 7= +1 oder —1 (mod. p)

ist. (Eulersches Kriterium.) Unter den modulo p inkongruenten
Zahlen 1, 2, ... p—1 gibt es also stets gleich viele Reste und
Nichtreste, welche im folgenden immer durch:

ai, A, ... g bzw. by, by, ... b
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bezeichnet werden sollen. Dieselben sind die samtlichen
inkongruenten Wurzeln, welche die Kongruenzen:

—1l=(x—a)(r—az)...(r—ay) =0

(19) "+ 1= (2 —b)(@—by)...(x—br) =0

(mod. p)

besitzen.

Sowohl die Summe aller Reste als auch die Summe aller
Nichtreste ist durch p teilbar, sobald p > 3 ist, fiir ihre Produkte
bestehen die Kongruenzen:

p+1 p—1

ajas...a; = (—=1) 2, biby...by =(—1) (mod. p).

So sind z. B. fiir den Modul p = 7, wie eine leichte Rechnung

zeigt,

(1,2,4) alle Reste, (3,5,6) alle Nichtreste.

Ebenso sind modulo 11,

(1,3,4,5,9) die Reste, (2,6,7,8,10) die Nichtreste;

fiir den Modul 13 ergibt sich

(a;) = (1,3,4,9,10,12), (b)) = (2,5,6,7,8,11),

und fir die Primzahl 17

(a;) = (1,2,4,8,9,13,15,16), (b;) = (3,5,6,7,10,11,12, 14).

Fiir den Modul 11 geniigen z. B. die Reste und die Nichtreste den
beiden Kongruenzen:

°—1=(z—1)(x—3)(x—4)(z—5)(z—9)

P41 = (2 -z —6)(x— Tz —8)(x —10) oL 1L
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In den angefiihrten Beispielen iiberzeugt man sich sofort, daf die
Summe der Reste bzw. der Nichtreste jedesmal durch die betreffende
Primzahl teilbar ist, und fiir die entsprechenden Produkte erhalt man
z. B. fiir die Moduln 7, 11 und 13 die Kongruenzen:

[Tai=1-2-4=+1 [16i=3-5-6=-1 (mod. 7),
[Tai=1-3-4-5-9=+1 [[6:=2-6-7-8-10=-1  (mod. 11),
[Ta;=1-3-4-9-10-12=—-1 [[b;=2-5-6-7-8-11 = +1 (mod. 13).

Man kann aus der Reihe (1,2,...p— 1) auf 27 verschiedene Arten
ein Halbsystem (M), ¢, ... ¢c(™) so auswihlen, dak die p — 1 Zahlen
(£c®) ein vollstindiges System inkongruenter Einheiten bilden. So
sind z. B. die m Zahlen (1,g,¢% ...¢"), aber auch die 7 ersten Zahlen
(1,2,...7) ein solches Halbsystem, und speziell fiir dieses letztere hat
Gauss sein Lemma aufgestellt und bewiesen. Ist namlich c irgendeine
Einheit modulo p, und reduziert man die 7 Produkte (1-¢,2-¢,...7-¢)
modulo p auf ihre absolut kleinsten Reste (g1 -1',e9-2' .. .6,7)
modulo p, so folgt aus dem a. S. 331 allgemein bewiesenen Gaussschen
Lemma, dafk:

(20) (g) —eien...en = (—1)F

ist, wenn p die Anzahl derjenigen Produkte ic angibt, deren absolut
kleinster Rest ;i negativ, fiir welche also ¢; = —1 ist.

Wahlt man statt der absolut kleinsten Reste der Produkte ic
jedesmal ihre kleinsten positiven Reste, so entsprechen allen und nur
den Produkten, deren absolut kleinste Reste vorher negativ waren,

=9
P~ 2 Gind. Wir

kénnen also das Gausssche Lemma auch folgendermafen aussprechen:

jetzt positive Reste, welche grofer als m, d. h. grofer als
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Reduziert man die m Produkte (¢, 2¢, ... mc) auf ihre kleinsten

positiven Reste modulo p, so ist <E> gleich +1 oder gleich —1, je
p

nachdem die Anzahl der iiber P

liegenden Reste gerade oder
ungerade ist.

Es sei z. B. p =17, also 7 = 8 und ¢ = 5; bildet man dann die
kleinsten positiven Reste der acht ersten Multipla von 5, indem man
sukzessive 5 addiert und nach Bedarf 17 abzieht, so erhélt man die
Reihe:

5, 10, 15, 3, 8, 13, 1, 6;

5
und da in ihr drei Zahlen grofer als 8 sind, so ergibt sich (ﬁ = —1.

Ist p =13, m = 6, ¢ = 10, so folgt aus der entsprechend gebildeten
Reihe:
10, 7, 4, 1, 11, §,

1
da sie vier oberhalb 6 liegende Zahlen enthélt, dafs (%) = +1 ist,

und in der Tat ergibt sich sofort
62 = 10 (mod. 13).

Man erkennt so, wie einfach sich fiir ein nicht zu grofses p die
Bestimmung des quadratischen Charakters mittels des Gaussschen
Lemmas gestaltet.

§ 2. Die beiden Erganzungssitze und das quadratische
Reziprozitiatsgesetz.

Es sei jetzt E eine beliebige absolut ganze rationale Zahl, welche
durch p nicht teilbar ist. Dann reduziert sich die Bestimmung des
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E
Legendreschen Symboles (—) vollstandig auf die drei speziellen
p

Falle, dalt EF = —1, 2, oder ¢ ist, wo ¢ irgendeine ungerade Primzahl
bedeutet, d. h. auf die drei einfachsten Symbole:

—1 2 q
» ) G G)
p p p
Setzt man namlich
E = PQ?,
wo Q? die grokte in E enthaltene rationale Quadratzahl ist, also

P==qr...s

lauter einfache Primfaktoren enthélt, unter denen auch 2 vorkommen
kann, so besteht wegen (11) und (11*) a. S. 328 die Gleichung:

H-0-G)0-0)

es sind also in der Tat nur jene drei einfachen Symbole (1) genauer zu
untersuchen.

-1 2
Der Wert der beiden ersten Symbole —) und (— kann fiir
p
eine beliebige Primzahl p leicht bestimmt werden: Da nédmlich zunéchst

p—1
—1=w 2

-1

ist, also den Index b hat, so ist —1 eine p-adische Quadratzahl

—1
oder nicht, je nachdem P2 gerade oder ungerade, je nachdem also

p von der Form 4n + 1 oder 4n + 3 ist. Es ergibt sich also der folgende
sog. erste Ergdnzungssatz:
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Die Zahl —1 ist quadratischer Rest aller Primzahlen 5, 13,
17, 29, 37, ... von der Form 4n + 1, quadratischer Nichtrest aller
Primzahlen 3, 7, 11, 19, 23, ... von der Form 4n + 3.

Auch aus dem Gaussschen Lemma folgt dieser Ergdnzungssatz
unmittelbar: Ist nédmlich (w(l), w®, . .w(")) ein beliebiges Halbsystem,
und w = —1, so enthélt das Halbsystem

(ww?) = (—w®, —w®, ... — ™)
gegen das vorige genau 7 Zeichenwechsel, d. h. es ist
) (5) = =cnF
5 .
Auch den zweiten Ergénzungssatz, d. h. den Wert des Symboles

2
(—) liefert das Gausssche Lemma ohne weiteres. Setzt man namlich
p

in dem Satze a.S. 335 ¢ = 2, so sind alle 7 Produkte (2,4,...27)

kleiner als p, also ihre eigenen kleinsten positiven Reste modulo p. Von
ihnen sind die [a ersten 2, 4, ... 2 [g] offenbar nicht grofer als 7,

wahrend die 7 — [g] folgenden samtlich iiber 7 liegen. Bezeichnet
man also wieder wie a. S. 297 (5) durch {g} die kleinste ganze Zahl,

welche = g ist, und beachtet, daft dann offenbar stets

R e e

ist, so ergibt sich fiir das zu untersuchende Legendresche Zeichen die
folgende allgemeine Bestimmung:

A - nlsr o i
(5

p
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Setzt man p =8n+¢, wo € =1, 3, 5, 7 sein kann, so ist

{f%l}zzm{jl}z{jl} (mod. 2),

—1 1 3
und da in den vier unterschiedenen Féllen < gleich 0, 5 1, 5
also R 0, 1, 1, 2 wird, so kann jener zweite Ergianzungssatz

folgendermafsen ausgesprochen werden:

Die gerade Primzahl 2 ist quadratischer Rest aller Primzahlen
von der Form 8n + 1 und quadratischer Nichtrest aller Primzahlen
von der Form 8n =+ 5.

Beniitzt man endlich noch die Tatsache, dafs offenbar stets:

{p;1}5p28—1 = (p—1)8(p+1) (mod. 2)

ist, da diese Kongruenz in den vier hier allein zu unterscheidenden
Fallen p = £1 bzw. p = £5 (mod. 8) richtig ist, so kann derselbe
Erganzungssatz auch in der Form:

3 (2) -

ausgesprochen werden.
Schreibt man die Primzahl p fiir den Bereich von 2 in der Form:

p=(=1)%" (2),

wo nach (4) a. S. 326:

p—1_
2 =5 8
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ist, so ergibt sich aus der Darstellung des Symboles (g) in (5) a. S. 326
jetzt die folgende Gleichung:

o6

Es gilt also der allgemeine Satz:

Eine Primzahl p ist stets und nur dann quadratischer Rest,
zu 2, wenn sowohl —1 als 2 quadratische Reste zu p sind.

Ich wende mich nun zur Untersuchung der dritten Frage, nach
dem Werte des Symboles <g>, wenn ¢ und p zwei beliebige ungerade
p

Primzahlen sind. Die vollstdndige Antwort darauf wird durch einen
der wichtigsten Satze der Zahlentheorie gegeben, welcher wegen seiner
Symmetrie in bezug auf die beiden in ihm auftretenden Primzahlen
p und ¢ den Namen des Reziprozitdtsgesetzes erhalten
hat. Er lafst sich folgendermafsen aussprechen:

Sind p und ¢ zwei positive ungerade Primzahlen, von denen
wenigstens eine die Form 4n + 1 hat, so ist stets

0)-0)

d. h. p ist Rest (Nichtrest) von ¢, wenn ¢ Rest (Nichtrest) von p
ist. Haben aber beide Primzahlen die Form 4n + 3, so ist

D00

d. h. p ist Rest (Nichtrest) von ¢, wenn ¢ Nichtrest (Rest) von p
ist.
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Offenbar kann dieser Satz in der fiir beide Falle giiltigen
symmetrischen Form:

CEENCIORNGE

p—1 ¢—1

ausgesprochen werden, denn der Exponent von (—1) ist
dann und nur dann ungerade, wenn p und ¢ beide die Form 4n + 3
haben; nur in diesem Falle ist also das Produkt links gleich —1,
anderenfalls aber stets +1.

Nach diesem Satze ist z. B.:

3\ 7 13\ (7 7\ (29

7) 3)7 7)) \13)7 \29) \17)’
weil im ersten Falle beide Primzahlen die Form 4n 4 3 haben, wahrend
in den beiden anderen eine bzw. beide von der Form 4n + 1 sind.

§ 3. Erster Beweis des quadratischen Reziprozitatsgesetzes.

Der Beweis des Reziprozitiatsgesetzes ist zuerst von Gauss
vollstdndig und streng gefiihrt worden. Im Laufe seines Lebens gelang
es ihm, acht verschiedene Beweise fiir dieses ,theorema fundamentale*
zu geben, und dieser merkwiirdige Satz hat seit Gauss so stark die
Geister gefesselt, dafs die Zahl der Beweise jetzt auf iiber fiinfzig
gestiegen ist; indessen lassen sich fast alle in die fiinf durch jene
Gaussschen Beweise charakterisierten Klassen einordnen. Ich will hier
nur zwei im wesentlichen von Kronecker herrithrende Beweise dieses
Gesetzes geben, welche beide auf dem Gaussschen Lemma beruhen
und in naher Beziehung zum dritten Gaussschen Beweise stehen.
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Jede rationale Zahl «, welche nicht selbst ganz ist, liegt stets
zwischen zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen, ndmlich zwischen
der néchst kleineren [« und der néchst groferen {a}, und zwar liegt

sie, wenn sie nicht ein ganzzahliges Multiplum von 5 ist, entweder der
ersten oder der zweiten von ihnen naher. Hiernach konnen wir alle

reellen Zahlen «, welche nicht ganzzahlige Vielfache von 3 sind, in

zwei Klassen K und K teilen, je nachdem a niher an [a] oder
néher an {a} liegt, je nachdem also der absolute Wert von

a—[a] oder von «a— {a}

1 1
kleiner als 3 ist. Wir kénnten endlich alle ganzzahligen Multipla von 3

in eine dritte Klasse K(© rechnen; jedoch werden diese Zahlen in der
folgenden Untersuchung niemals vorkommen. Wir wollen das Symbol

(1) ((a)) gleich +1 oder gleich —1

setzen, je nachdem o der Klasse K oder K(-) angehort. Dann
besteht fiir den Wert dieses Symbols immer die Gleichung:

(2) () = (=1)Pl.
Gehort namlich « der ersten bzw. der zweiten Klasse an, so ist ja

J J
a—[a]+§ bzw. a—{a}—ﬁ,

wo beide Male 0 < ¢ < 1 ist, und hieraus folgt:

2 =2[a]+6 bzw. 2a=2{a} -4,
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d. h. man erhalt in den beiden unterschiedenen Fallen fiir die nachst
kleinere ganze Zahl an 2«

2a] = 2[a] bzw. [20] =2{a}—1;

dieselbe ist also gerade oder ungerade, je nachdem o« zur ersten
oder zur zweiten Klasse gehort, und hieraus folgt die Richtigkeit der
Gleichung (2).

Es sei nun « ein positiver Bruch; bezeichnen wir dann fiir eine
beliebige von Null verschiedene Zahl a durch

(3) sgn(a) die Einheit +1 oder —1,

je nachdem a positiv oder negativ ist, so kénnen wir den Wert unseres
Symboles ((«)) auch folgendermafen ausdriicken:

((a)) = sgn(l — 2c0)(2 — 2cv) . ...
) = sgn[[(g — 20),

wo das Produkt soweit zu erstrecken ist, als die Faktoren g — 2a: noch
negativ werden, d. h. offenbar auf die Werte g =1, 2, ... [2a]. Da
dann némlich rechts genau [2a] negative Faktoren stehen, so ist das
Vorzeichen dieser Produkte gleich (—1)2°l also wirklich gleich ((a)).
Es werde aber bemerkt, daf in (4) die Multiplikation auch iiber
g = [2a] hinaus beliebig weit erstreckt werden kann, da ja alle spéteren
Faktoren positiv sind. Dividiert man endlich jeden der rechtsstehenden
Faktoren durch die positive Zahl 2, so wird das Vorzeichen ja nicht
gedndert, und wir kénnen die Gleichung (4) folgendermafen schreiben:

9=[2a]

(4%) ((a)) = sgn gl;[l <g — a) :
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1
Setzen wir fiir alle Zahlen a = g - 5 der dritten Klasse K(© ((a)) =0,

und ist entsprechend sgn(0) = 0, so gilt die Gleichung (4*) offenbar
auch fiir die Zahlen von K da fiir sie die linke Seite und ein Faktor
der rechten gleich Null wird. Jedoch wird dieser Fall, wie oben erwéhnt
wurde, im Folgenden nicht gebraucht.

Mit Hilfe dieses Satzes wird nun das Reziprozititsgesetz leicht
folgendermafen bewiesen: Es seien p und ¢ zwei beliebige ungerade
Primzahlen, und

9 Pl =12

ist dann (1,2,...7) ein zu p gehoriges Halbsystem, und reduziert
man die 7 Produkte (g, 2q,...m¢) modulo p auf ihre absolut kleinsten
Reste, so erhdlt man das neue Halbsystem (g,1’,£92',...e,7’), und
dann ist nach dem Gaussschen Lemma S. 335

(6) (%) — ey Ep = r:[gh.

Dieser erste Beweis besteht nun in einer Umformung des rechts
stehenden Vorzeichenproduktes in ein anderes, aus dessen Form
unmittelbar hervorgeht, daf es sich bei Vertauschung von p mit ¢ nur

mit (—1)™ multipliziert, so dak also in der Tat (1—?> = (—1)™ <g)
q

p
folgt.
Schreibt man némlich irgendeine der m Kongruenzen
(7) qh = e,h’ (mod. p),
in welcher A und A’ beide der Reihe 1, 2, ... m angehoren, als

Gleichung in der Form:

(7%) qh = eph’ + pk,
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so folgt aus ihr

h h
(™) Ry
p p

/

1 h

da nun — positiv und kleiner als 5 ist, so gehort der Bruch 2
p

Klasse K) oder K(-) je nachdem ¢, gleich +1 oder —1 ist, d. h. es

ist fiir jede der m Einheiten ¢,

o (@)

h
Ersetzt man nun in (4*) « durch T2 und dividiert dann, was ja

erlaubt ist, jeden der Faktoren durch das positive ¢, so ergibt sich fiir
ey, die folgende Darstellung:

2¢q

o s I (52) e (4-1)

g=1 g=1

h 1 2qh
weil ja flir jedes h 2¢-— < 2q-§, also {L < qg—1= 25 ist.
p p

Lakt man in diesem Produkte g zuerst alle geraden und dann alle
ungeraden Zahlen

g=2k=24, ... 2 bzw. g=q—2k=q—2,q—4, ... 1

durchlaufen, so zerlegt sich dasselbe folgendermafen in zwei andere
Produkte

@ el (52D (550

k=1 b k=1
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und aus (6) ergibt sich fiir (%) die Darstellung:

q T T o k h) T ox (1 k h)
10) (=) =1len =sgn ———sgn ]l ] |l=z———— ,
(10 (p) hl;[1 " & hgl kl;ll <q p & hl;ll kl;ll 2 q p

in welcher jedes dieser zwei Produkte aus ms Faktoren besteht.
Vertauscht man aber in dieser Gleichung ¢ und p miteinander, so bleibt
das zweite Produkt offenbar ungedndert, wahrend jedes der ms¢ ersten

h k
Faktoren in (— — — | libergeht, sich also mit —1 multipliziert. Hieraus

P g
ergibt sich, dafs in der Tat

(0)-r ()

ist; also ist das Reziprozititsgesetz vollstindig bewiesen.

§ 4. Zweiter Beweis fiir das Reziprozitatsgesetz.

In (10) des vorigen Paragraphen ist das Legendresche Symbol (g>
p
durch zwei Produkte dargestellt, von denen das zweite symmetrisch in

bezug auf p und ¢ ist, also beim Ubergange zu dem inversen Symbole
b ungeandert bleibt. Man kann sich nun leicht iiberzeugen, daf

dieses Symbol schon allein durch das Vorzeichen jenes ersten Produktes
dargestellt wird, so daf in (10) das zweite Produkt einfach fortgelassen
werden kann, da es immer positiv ist. Hierzu fiithrt der folgende neue
Beweis fiir das Reziprozititsgesetz:

Auch hier gehe ich aus von der Kongruenz (7) a. S. 343:

(1) qgh = eph/ (mod. p)  (hh'=1,2,.7),
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wo wieder e,h’ den absolut kleinsten Rest von ¢gh modulo p bedeutet.
Je nachdem hier ¢, gleich 1 oder gleich —1 ist, laft sich diese
Kongruenz als Gleichung in der Form:

(2) gh=qup+h" bzw. qh=qp+p—"H

schreiben, wo in beiden Féllen

[

h
die grofite in 9 enthaltene ganze Zahl bedeutet, wie aus (2) durch

Division mit p unmittelbar folgt.

Es sei nun p eine beliebige ungerade Primzahl, wahrend ¢ = 2
oder ungerade sein kann. Betrachten wir dann die Gleichungen (2) als
Kongruenzen modulo 2, so gehen sie {iber in:

(4) gh=qn+h bzw. ¢h=q +h +1 (mod. 2)
und sie kénnen also gemeinsam in der Form:
(4a) qh =qp + B + 5h (mod 2)

geschrieben werden, wo 0, = 0 oder 1 ist, je nachdem g, gleich +1
oder —1 ist. Hiernach ist Y d, = p, wenn wieder p die Anzahl

der negativen absolut kleins%en Reste modulo p in dem Systeme
(q,2q,...mq) bedeutet. Den Kongruenzwert von g modulo 2, auf den
es ja allein ankommt, kann man nun in den beiden unterschiedenen
Féllen leicht bestimmen.



Elftes Kapitel. 348

Nehmen wir némlich zuerst ¢ = 2 an, so sind in (4*) alle
2h

qn = {—} = 0, weil stets 2h < p ist, und aus den so sich ergebenden
p

7 Kongruenzen:
0="h"+0, (mod. 2) (W'=12,...)
folgt durch Addition derselben:

1
,M‘FZh/—/L—F@EO (mod. 2)
2
-1
,uzp (mod. 2);

es ist also in diesem Falle:

6 (2) = = 0

p

womit der zweite Ergdnzungssatz nochmals bewiesen ist.
Ist dagegen auch ¢ ungerade, so geht die Kongruenz (4*) iiber in:

(6) h=q,+ h' + 0, (mod. 2) (h,h'=1,2,...7),
und durch Summation folgt, da Y h =) A ist:
a _ - [4h
") i=Th=Sa-3 |2

1

Die Auswertung der rechts stehenden Summe bereitete Gauss noch
wesentliche Schwierigkeiten. Wir kdnnen jetzt aber sofort zeigen, dafs
fiir das durch (6*) bestimmte p die Gleichung:

(7) (-1 = sen 1] (g _ ﬁ)

p
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besteht, so dafs sich nach dem Gaussschen Lemma:

i ()= (G-5)

ergibt. Multipliziert man némlich jeden Faktor des in (7) rechts
stehenden Doppelproduktes mit dem positiven ¢, so geht es iiber in:

o (s-5)

und hier erkennt man, daft fiir ein festes h alle und nur die {@]
p
Faktoren negativ sind, fiir welche £k =1, 2, ... {@] ist. Also hat
p

in der Tat das Produkt in (7) genau u negative Faktoren, d. h. die
Richtigkeit der Gleichung (8) ist erwiesen. Vertauscht man endlich in
dieser Gleichung (8) ¢ mit p, so ergibt sich

n )-8 ()

und damit ist das Reziprozitatsgesetz zum zweiten Male bewiesen.

Durch die drei Grundgesetze (10), (11) und (11*) a.S. 328 fir
das Legendresche Zeichen, sowie durch die beiden Erginzungsséitze
und das Reziprozitéitsgesetz wird die Entscheidung der Frage, ob eine
Zahl A quadratischer Rest, fiir eine beliebige Primzahl p, oder, was
dasselbe ist, ob sie eine p-adische Quadratzahl ist oder nicht, auch fiir
grofe Primzahlen p zu einer sehr leichten Aufgabe. So zeigt man z. B.
leicht, daf von den beiden Kongruenzen:

2? = 501 (mod. 827), 2% =693 (mod. 839)
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die erste zwei, die zweite aber keine Losung besitzt. In der Tat ergeben
die obengenannten Séatze leicht:

2)-(2)E) - (D)D) - A
-0 (55 ) (357) = DDA =4

() (3) (B)E)- @) - ()6
) ()- ()~

und unter Benutzung des Canon arithmeticus iiberzeugt man sich
wirklich, dafs die erste Kongruenz die beiden Wurzeln 4+486 hat.

Mit Hilfe des Reziprozitiatsgesetzes konnen wir fiir den
quadratischen Charakter der kleineren Primzahlen +¢, z. B. —2, 3,
—3, 5, =5, in bezug auf eine beliebige ungerade Primzahl p dhnlich
einfache Gesetze aussprechen, wie dies in den beiden Erginzungssitzen
fiir —1 und 2 geschehen ist. So ist z. B.:

(2)- ()t =

es gilt also der Satz:

I) Die Zahl —2 ist Rest aller Primzahlen 8n + 1, 3, Nichtrest
aller Primzahlen 8n + 5, 7.

(-0 )+
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Alle ungeraden Primzahlen aufser 3 sind nun von der Form 6n + 1,

6n+1
und da ( n ) = +1 ist, so ergibt sich der Satz:

IT) Die Zahl —3 ist Rest aller Primzahlen 6n + 1, Nichtrest
aller Primzahlen 6n — 1.

() -(G) ()™

Alle ungeraden Primzahlen aufser 3 sind entweder von der Form
12n + 1 oder 12 + 5. Nach der obigen Gleichung ist fiir die Primzahlen
der ersten Art

(%):(H)(H) baw.  (~1)(~1)

also stets +1; fiir die Primzahlen 12n 45 dagegen ist dasselbe Symbol
gleich (—1)(+1) bzw. (+1)(—1), also stets —1.

III) Die Zahl 3 ist also Rest aller Primzahlen 12n + 1,
Nichtrest aller Primzahlen 12n +£ 5.

Ebenso folgt aus der Gleichung:

0)-0)

wenn man p = 10n & 1 bzw. 10n + 3 annimmt:

IV) Die Zahl 5 ist Rest aller Primzahlen 10n £ 1, Nichtrest
aller Primzahlen 10n + 3.

Und ganz analog ergibt sich leicht aus

(- ()
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V) Die Zahl —5 ist Rest aller Primzahlen von der Form
20n+ 1, 3, 7, 9, dagegen Nichtrest aller Primzahlen 20n — 1,
-3, =7, 9.

§ 5. Das Jacobi-Legendresche Symbol (%)

Aus den im vorigen Abschnitte ausgefiihrten Zahlenbeispielen
geht hervor, daft die Berechnung des Legendreschen Symboles mit
den bisher gegebenen Hilfsmitteln dadurch erschwert wird, dafs alle
im Verlaufe des Verfahrens auftretenden Zahlen in ihre Primfaktoren
zerlegt werden miissen, was bei etwas groferen Zahlen unbequem
ist. Um dies zu vermeiden, hat Jacobi das Legendresche Zeichen
in hochst gliicklicher Weise so verallgemeinert, dak die Bestimmung
des quadratischen Charakters einer Zahl ohne jede Faktorenzerlegung
ausgefiihrt werden kann.

Es seien ndmlich @) und P zwei teilerfremde ganze Zahlen, von
denen die zweite P = pp/p”... nur positiv und ungerade, d. h. aus
lauter gleichen oder verschiedenen ungeraden Primfaktoren p, p/, ...

bestehend vorausgesetzt wird; dann definiert Jacobi das Symbol

durch die Gleichung:

00O 10

@y (9

in welcher die (— , die gewoOhnlichen Legendreschen

Zeichen bedeuten. Ist also P = p selbst eine Primzahl, so fallt das
Jacobische mit dem Legendreschen Zeichen zusammen. Das allgemeine
Jacobische Symbol hat ebenfalls immer den Wert +1; dasselbe hat
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aber zunéachst fiir die quadratischen Kongruenzen keine Bedeutung,

denn die Gleichung (Q) = <Q) (Q) --- = +1 wiirde nur dann
P p)\1V
aussagen, daR die Kongruenz 2 = Q (mod. P) Wurzeln besitzt, wenn

alle Faktoren (Q> = +1 wéren, wahrend doch (%) stets und nur
p

dann gleich +1 ist, wenn die Anzahl der Faktoren (9) = —1 gerade
p
ist.
Dies Jacobi-Legendresche Symbol besitzt genau dieselben
Eigenschaften wie das Legendresche Zeichen, und alle fiir dieses
geltenden Sétze konnen aus den vorher fiir das speziellere

Symbol bewiesenen leicht hergeleitet werden: Allein aus der
Definitionsgleichung (1) folgt, dak stets

o (PQP’) - (%> (%)

ist. Fast ebenso einfach ergibt sich die Richtigkeit der entsprechenden
Gleichung fiir die Zerlegung des ,Zéhlers™

w (-0

denn nach der Grundregel (11) a. S. 328 fiir das Legendresche Zeichen
ist ja:

() - Go) -nGo)n (o) - (2) ()

Zerlegt man in (%) sowohl () als auch P in seine Primfaktoren,
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so ergibt die Anwendung von (I) und (II) die Gleichung:

2 (7)-nn ().

wo sich die Multiplikation auf alle gleichen oder verschiedenen
Primfaktoren sowohl von () als von P erstreckt.
Drittens besteht genau wie fiir das Legendresche Zeichen der Satz:

oy : QY _ (<
(I1I) Ist Q=Q (mod. P), soist (F) = (F) :

Denn aus dem Bestehen dieser Kongruenz folgt, daft auch fiir jeden

/
Primfaktor p® von P Q = Q' (mod. p®), also (%) = (%) ist,
p 3 K3
und hieraus ergibt sich, dafs in der Tat

(©)-n(2)-n(%)- (9

Ferner gelten fiir das allgemeine Symbol die beiden Erganzungssétze
und das Reziprozitéitsgesetz. Zunéchst besteht auch hier die Gleichung:

) (7) -0

d. h. jenes Symbol ist +1 oder —1, je nachdem P von der Form 4n + 1
oder 4n + 3 ist. In der Tat ist ja nach (1)

F)-n()-cm

1st.
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und da

P=pp-=0+{@-1))1+@ 1) =1+3(p—1) (mod. 4)

ist, weil alle weiteren Produkte (p — 1)(p’ —1)... mindestens durch 4
teilbar sind, so ergibt sich die Kongruenz:

P—-1 p—1

(3) — = % = (mod. 2)

und damit die Richtigkeit der Gleichung (IV). Ebenso einfach beweist
man den zweiten Ergdnzungssatz:

V) (3) =0

2
nach dem <F) gleich +1 oder —1 ist, je nachdem P gleich 8n +1

oder 8n + 3 ist. Auch hier folgt ndmlich aus (1)
2 2 P21

Z) = ) ()=
(7)=1(5) =

PP=pp? = (14" 1)1+ (% -1)...
=1+ (p*—1) (mod. 16)

und da hier

ist, weil alle weiteren Produkte (p* —1)(p —1)... sogar mindestens
durch 8% = 64 teilbar sind, so ist hier

P?2—1 p? —1

g —-x

(mod. 2),
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und damit ist der zweite Ergdnzungssatz bewiesen.
Noch einfacher folgen beide Ergidnzungssitze zugleich daraus, dafs

nach (8) auf S. 327
(5)-()(5)

a2 )
@) () 6)

und da andererseits nach (5) auf S. 326

() (o)

ist, so ergeben sich durch Vergleichung dieser beiden Darstellungen

P
von E) in der Tat die beiden Ergénzungssétze zugleich.

Sind endlich P und @ beide positiv und ungerade, so besteht
auch fiir das Jacobische Zeichen das Reziprozitéitsgesetz:

(V1) (g) (%) _ )T

Wendet man ndmlich auf die beiden links stehenden Symbole die
vollstdndige Zerlegung (2) an, so ergibt sich bei Anwendung des
Reziprozitéitsgesetzes fiir das Legendresche Zeichen die Gleichung:

5O-m(E)() -
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Nun ist aber
pi—1 g —1 pi—1 qr — 1 P-1 Q-1
Se it (S ) (20 ) = T 2 med. o),

pioax 2
—1 P—1 —1 1
da nach (3) Zp 5 =5 Z%2 = Q2 (mod. 2) ist; also

gilt fiir das Jacobische Zeichen das Reziprozititsgesetz.

Beispiele:
425\ (907N (57 \ (425 (26
(ar) = () - (i) - () - (3)
() () -+ () - (5) - (5) - () -
=l=ll=]l=+l==(==(=)=(z]=-1
57 o7 o7 13 13 5
427N 97\ 143\ 2T\ (2
(o) == (1) == (i) = (5) - (i) ==
Die zu Anfang dieses Paragraphen aufgestellte Definition des
Jacobischen Zeichens ergibt dasselbe als eine nicht ganz naturgeméf
erscheinende Verallgemeinerung des Legendreschen Symboles. Eine
andere und begrifflich héchst einfache Definition desselben Zeichens
haben Kronecker und Schering gefunden, nach welcher dasselbe genau
wie das Legendresche durch das Gausssche Lemma definiert wird.
Sind nédmlich @) und P zwei beliebige positive teilerfremde

P-1
ungerade Zahlen, und reduziert man wieder die # = ——

2
Produkte
Q, 2Q, 3Q, ... ™Q
modulo P auf ihre absolut kleinsten Reste:

e1l’, 622/, 33, ... ex7,
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wo die g; wieder gleich £1 sind und 1/, 2/, ... 7’ offenbar die
Zahlen 1, 2, ... 7 in veranderter Reihenfolge bedeuten, so besteht
auch fiir das Jacobische Symbol die Gleichung

(5) (%) =c16...6r = (=),

wenn wieder p die Anzahl der negativen absolut kleinsten Reste
ist.

Um die Richtigkeit dieses Satzes zu beweisen, bezeichnen wir

jenes Vorzeichenprodukt (5) vorldufig durch {%} und weisen nach,

daf dasselbe stets gleich (%) ist. Ist zundchst P = p eine Primzahl,

so ist, da das Gausssche Lemma in diesem Falle gilt, sicher

)

Um die Identitdt von {%} und <%> und die Richtigkeit des

Reziprozitéatsgesetzes allgemein nachzuweisen, geniigt es, fiir das neue
Symbol die Richtigkeit der drei folgenden Gleichungen zu zeigen:

0 (9)%)-(%)
o (8- (%)

w (Gl
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In der Tat folgt ja durch die Anwendung von (II) fir das
allgemeine Symbol die Gleichung:

(9)-n{g)-n(9)-(&)

Ist hiernach die Identitét jener beiden Symbole nachgewiesen, so
braucht man das Reziprozitédtsgesetz (III) nicht mehr als richtig zu
erweisen, wenn der entsprechende Beweis fiir das Jacobische Zeichen
bereits gefiihrt ist.

Beweist man aber jene drei Gleichungen direkt fiir {%}, so erhalt

man damit einen neuen Beweis fiir das Jacobische Symbol % ,

und dies soll noch kurz angegeben werden. Dabei kann man sich
auf den Beweis von (I) und (III) beschréanken, da hieraus der
Satz (II) unmittelbar folgt. In der Tat bestehen ja dann offenbar die
Gleichungen:

({8 -t ey

@ P P11 P/P//
g
Q

E PIP//_l @ PIP//_1
e

P/P//
Q
{ PIP//

und damit ist Satz (II) mit Hilfe von (I) und (III) bewiesen.
Zum Beweise von (III) laft sich nun jede der m Kongruenzen

Qh = e,/ (mod. P)
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genau ebenso, wie dies in (7%) und (7°) a.S. 343 fiir den Fall einer
Primzahl P geschah, in den beiden Formen schreiben:

h I
Qh:€hh/+SP, %—&Th'?—FS,

d. h. es ist wieder wie a. a. O.

oder

(7) Qh = ((%f)) W (mod. P),

h
weil ja wieder ¢, = £1 ist, je nachdem der Bruch % zur ersten

Klasse K oder zur zweiten K () gehort. Es ist also auch fiir das
Scheringsche Zeichen:

o)

Durch genau dieselben Umformungen, wie sie a. S. 345 auf dasselbe
Produkt angewendet wurden, in welchem P eine Primzahl war, ergibt
sich, daft auch in diesem allgemeineren Falle:

(9) {ii} —SgnHH(Q 1@) (I G‘g‘%)

sein muf; denn bei allen jenen Umformungen wurde ja davon, dafs
P eine Primzahl sein sollte, niemals Gebrauch gemacht. Aus dieser
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Darstellung des Scheringschen Zeichens folgt aber genau wie a. a. O.
auch fiir dieses das Bestehen des Reziprozitétsgesetzes (I1I).
Es ist also nur noch nétig, die Giiltigkeit des Gesetzes (I)

G157

zu beweisen. Ersetzt man in dieser Gleichung jedes der drei Symbole
durch das ihm gleiche Vorzeichenprodukt (8), so ist zu zeigen, dafs
stets:

o AL () -1 (C57)

ist. Ich fiihre diesen Beweis dadurch, daf ich zeige, wie jeder der rechts
stehenden 7 Faktoren gleich dem Produkte von je einem eindeutig
bestimmten Faktor des ersten und zweiten Produktes links ist. In der
Tat, ist A’ irgendeine der Zahlen 1, 2, ... m, so ist:

h/(Q/Q//) — (h/Q/)Q// = h//Q// (<%)> (mOd P),

wo h” durch A’ eindeutig in derselben Zahlenreihe bestimmt ist, und

da genau ebenso
n!"
R'Q" = h ((h}? )) (mod. P)

ist, so ergibt sich aus der obigen Kongruenz:

= ((42))(52) i
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Andererseits besteht aber fiir dasselbe Produkt A'Q'Q)” die Kongruenz:
_ h/ yeY
PQQQ")=h - (( ?DQ )) (mod. P);

die beiden rechten Seiten miissen also modulo P kongruent sein; und,

da h und h beide positiv und kleiner als 3 sind, wahrend die beiden

anderen Faktoren nur +1 sein konnen, so muf A = h und auferdem

(D) - ((5F)

sein. Da endlich A" zugleich mit A" die Reihe 1, 2, ... 7 durchlauft, so
folgt aus diesen 7 Gleichungen wirklich das Bestehen von (10), d. h.
die Richtigkeit von (I).

§ 6. Der Algorithmus zur Bestimmung von V'E (p).

E
Ist (—) = +1 (p), also F eine Quadratzahl innerhalb K(p), so
p

wird die wirkliche Bestimmung von vE im wesentlichen genau so
ausgefiithrt, wie die Quadratwurzelausziehung aus einem gewohnlichen
Dezimalbruche in der elementaren Algebra. Man bestimmt n&mlich
bei der zu untersuchenden p-adischen Einheit

FE = €0,€1€2€3€4 ... (p)

zuerst, am einfachsten durch Probieren, falls p nicht zu grof ist, sonst
mit Hilfe der Indextafeln auf eine der beiden moglichen Weisen die
erste Ziffer zq, von

VE = T0,L1 T X3Ty ... (P)
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so, daR z3 = ¢y (mod. p) ist; dann subtrahiere man z2 von F. Bei der
so sich ergebenden Differenz:

€p,€1 €2 ...
_3;(2)

AN
2[1700, 6162...

dividiere man, um die zweite Ziffer x; zu erhalten, mit 2z in €,
suche also die modulo p eindeutig bestimmte Zahl z;, fiir welche
2z011 = € (mod. p) ist und subtrahiere dann 2zgxip + r2p? von
0,€} €, ..., subtrahiere also 2z¢z; von €}, aber x? von ¢). Die sich so
ergebende Differenz:
0, e ejese)...
— 2xox 22

"o n
626364..-

behandle man jetzt in genau derselben Weise weiter und setze diese
Operationen so weit fort, als es der Zweck der Aufgabe notig macht.
Die Methode stimmt also wirklich im wesentlichen mit derjenigen fiir
die gewohnliche Quadratwurzelausziehung iiberein. Ist der eine der
beiden Werte von v E gefunden, so ergibt sich der andere —v/E ohne
weitere Rechnung.

Wie einfach diese Regel ist, mag das folgende Beispiel lehren:
Nach dem ersten Ergdnzungssatz enthélt ein Korper K (p) dann und
nur dann die beiden Wurzeln +i = £+1/—1 der Gleichung

v® = —1 (p),

—1
wenn ( — | = +1, wenn also p von der Form 4n + 1 ist. Wir wollen

den einen der beiden Werte von ¢ fiir den Bereich von 5 berechnen
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und zur Bestimmung der letzten Stellen von der natiirlich auch hier
anwendbaren sog. abgekiirzten Division Gebrauch machen, die aber,
wie man leicht erkennt, hier viel einfacher anzuwenden ist als bei

Dezimalbriichen. So ergibt sich das folgende an sich verstdndliche
Schema:

i=+—1=y44444...=2121342303... (5)
4
414444...

41
42134444 ...
3001
4241443444 ...
4241
4242\1242444 ...
233302
42421114042...
11311...
424213221 ...
3040...
4241230. ..
233...

4102...
02...
0...

Durch einfaches Quadrieren iiberzeugt man sich, dafs der hier

gefundene Wert von ¢ wirklich bis zur neunten Stelle nach dem Komma
genau ist. Endlich ist

—i=3,323102141... (5).
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Zwolftes Kapitel.

Die quadratischen Formen.
§ 1. Der Korper K(p.) aller reellen Zahlen.

Um die arithmetischen oder Teilbarkeitseigenschaften aller
rationalen Zahlen zu untersuchen, stellten wir sie als p-adische Zahlen
dar, d. h. wir betrachteten sie als Elemente derjenigen Zahlkérper K (p),
welche den einzelnen Primzahlen 2, 3, 5, ... entsprechen. Wollen wir
dagegen ihre Grofsenbeziehungen zueinander ergriinden, so miissen wir
sie in dem Bereiche aller reellen (positiven und negativen, rationalen
und irrationalen) Zahlen betrachten. Auch dieser Bereich bildet einen
Korper, wenn wir die Addition und die Multiplikation im gewohnlichen
Sinne definieren, weil dann die elementaren Rechenoperationen
unbeschrankt und eindeutig anwendbar sind und immer wieder auf
reelle Zahlen fithren.

Jede reelle Zahl A lafst sich stets nach fallenden Potenzen einer
beliebigen Grundzahl g = 2, z. B. g = 10, entwickeln; so ist z. B. fiir die
Ludolphsche Zahl 7 und fiir die Basis e der natiirlichen Logarithmen:

3415 =3 e L0

=9 2770 T 102 T 108 10t
7 1 8 2

e=2 7182 .. =24 4 — 4 > 2 L

10~ 10% 103 104

ganz ebenso, wie die Entwicklung einer analytischen Funktion von z
in der Umgebung der unendlich fernen Stelle (z = 0o) nach fallenden
Potenzen von z oder eines beliebigen Linearfaktors z — « fortschreitet.

Wegen dieser Analogie will ich den Korper aller reellen Gréfsen
durch K (peo) bezeichnen, und die Darstellung dieser reellen Grofsen
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durch die zugehorigen positiven oder negativen Dezimalbriiche ihre
Darstellung fiir den Bereich von p, nennen.

Jede reelle von Null verschiedene Zahl A lifst sich dann auf eine
einzige Weise in der Form

(1) A=(-1)%" (p)

darstellen, in welcher 8 = 0 oder 1 ist, je nachdem A positiv oder negativ
ist, und wo v ebenfalls eine eindeutig bestimmte reelle Zahl bedeutet.
Auch hier soll § der Index, v der Hauptlogarithmus
von A heiffen, und das System

(2) IgA=(8,7) (px)

der Logarithmus von A fir den Bereich von ps
genannt werden.

Eine Zahl A heifit p*" Potenzrest fiir den Bereich
VON Po, wenn die Gleichung:

(3) o' =A=(-1)%" (px)

wenigstens eine reelle Wurzel hat. Ist p ungerade, so besitzt jene
Gleichung stets eine einzige reelle Losung; ist dagegen p gerade, so
hat sie dann und nur dann und zwar zwei reelle Losungen, wenn [
gerade, wenn also A positiv ist.

Wir nennen speziell A einen quadratischen Rest fiir
den Bereich von p,, wenn die Gleichung

(4) ¥ =4 (p)
reelle Wurzeln besitzt, wenn also v/A reell ist; ich will auch hier das

A
Symbol (—) gleich +1, —1 oder 0 setzen, je nachdem A # 0 ist

(e 9]
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und jene Gleichung innerhalb K (ps) lésbar bzw. nicht 16sbar ist, oder
A =0 ist. Dann besteht also auch fiir diesen Bereich, falls A # 0 ist,
die Gleichung:

Q ()=,

d. h. eine reelle Zahl A ist fiir den Bereich von p,, quadratischer
Rest oder quadratischer Nichtrest, je nachdem ihr Index gerade
oder ungerade ist; und auch hier ist die Anzahl aller Wurzeln

von (4) stets gleich
(=)
I1+({—).
Poo

§ 2. Die quadratischen Formen und ihre Teiler.

Ich wende nun die im vorigen Kapitel gegebene Theorie der
quadratischen Reste an auf eine kurze Untersuchung der quadratischen
Formen fiir den Bereich einer Primzahl p bzw. von p.

Unter einer quadratischen Form versteht man jede ganze
homogene Funktion zweiten Grades von mehreren Variablen,

(1) flxy,x9,...2,) = allx% + 2a1971 79 + a22x§ + -+ annxi,

deren Koeffizienten gewohnliche rationale Zahlen sind. Nach der
Anzahl n dieser Variablen unterscheidet man binédre, ternére,...
quadratische Formen, je nachdem n =2, 3, ... ist. Wir werden im
folgenden fast nur binére oder terndre Formen zu betrachten haben.

Eine Primzahl p heift ein Teiler der Form f(z;), wenn
man den Variablen x; solche nicht samtlich verschwindende p-adische
Zahlwerte x; = &; beilegen kann, dafs

f(€1,6,...6) =0 (p)
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ist. Ebenso heife p,, ein Teiler der Form f(z;), wenn die
Gleichung f(&1, ... &) = 0 (pso) durch n nicht sémtlich verschwindende
reelle Zahlen &1, ... &, befriedigt werden kann. Wir wollen das Symbol:

(f(;?)) bzw. (f;xz)) gleich +1 oder gleich —1

setzen, je nachdem p bzw. p. ein Teiler der quadratischen Form
f(z1,...2,) ist oder nicht. Die Frage, unter welchen Bedingungen eine
gegebene Primzahl p ein Teiler einer gegebenen Form ist, bildet den
Hauptgegenstand fiir die folgenden Untersuchungen.

Wir betrachten die zu untersuchende Form f(z;) jetzt fiir einen
der Korper K(p) bzw. K(pso)-

Transformiert man die Variablen z; in andere y; durch die
Substitutionen:

Ty = oY1 + QroY2 + -+ Qi

To = QY1 + QaolYo + -+ - + Q¥

(2)
Tp = QY1 + Qp2Y2 + - - + Qpnln,

in denen die «;, dem betrachteten Korper angehoren, so geht
f(z1,...2,) in eine neue Form

(3) 9(Y1, Y2, Yn) = b1yt + 2b1oyiye + - + bunyy

tiber, welche die aus f(z;) durch die Substitution (au)
transformierte quadratische Form genannt wird. Kann
man die Gleichungen (2) nach yy, ... y, auflosen, so stellen sich auch
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die y; durch die x in der Form dar:

! / /
Y1 = QL1 + QT2 + -+ Qq, Ty

/ / /
Yo = Qy127 + Qoo T2 + -+ Ao, Ty

/ / /
Yn = Q1 T1 + QX + -+ - + &), Ty

Alsdann geht nicht nur f(z;) in g(y;) durch die Substitution (o),
sondern auch umgekehrt ¢g(y;) in f(x;) durch diesog. inverse Sub-
stitution (af,) tber. Zwei solche Formen sollen &quivalent
genannt werden.

Jedem Wertsysteme (&1,...&,) entspricht durch die Gleichungen
(2) und (2*) ein einziges System (7y,...7,) und umgekehrt; speziell
entspricht dem ,Nullsystem* (0,0,...0) der x; das Nullsystem
(0,0,...0) der y; und umgekehrt.

Sind f(z;) und g¢(y;) dquivalente Formen, so ist p dann und nur
dann ein Teiler der ersten, wenn p auch ein Teiler der zweiten ist und
umgekehrt; denn ist (£;,&,...&,) eine von Null verschiedene Losung
der Gleichung f(&;) = 0, so ist fiir die transformierte Form und das
zugeordnete, von Null verschiedene System (71,79,...7m,) g(n;) =0
und umgekehrt.

Fiir die Untersuchung, ob eine Form f(z;) einen Teiler p besitzt,
kann man also statt dieser eine beliebige dquivalente Form zugrunde
legen. Ebenso kann man natiirlich die Form mit einer beliebigen, von
Null verschiedenen Zahl a multiplizieren oder dividieren, da ja af(&;)
dann und nur dann Null ist, wenn f(§;) verschwindet.

Unter den umkehrbaren Transformationen, durch welche f(x;) in
eine dquivalente Form g¢(y;) iibergeht, hebe ich die nachstehenden
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einfachsten hervor, welche im folgenden allein angewendet werden:

1
) Ti = QiYi, Yi = — Ty, (i=1,2,..n)
Q;
WO aq, (o, ... «, beliebige von Null verschiedene Zahlen sind;
(IT) T =Yy, To=1Y, .. Tp=Yn,
wo die Zahlen 1/, 2/, ... n' irgendeine Permutation der Zahlen
1, 2, ... n bedeuten. Durch diese Transformation wird nur die

Reihenfolge der Variablen geéndert.

T =y +1 =x —tx
(HI) 1=W0N Yo n 1 2 (i=23,..7)
Ti = Yi Yi = i

Hierdurch geht f(z;) iiber in:

91, - Yn) = ann(y1 + ty2)? + 2a12(y1 + ty2)ys + assys + . ..

4
( ) = (ley% + 2(@12 + tan)ylyg + (t2a11 + 2ta12 + a22)y§ 4+ ...,

T+ o
T1 = Y1 + aye Y1 = 5
T — X s .
o
€Ty = Yi Yi = x;.

Mit Hilfe dieser umkehrbaren Elementartransformationen ist es
nun stets moglich, die gegebene Form f(x;) durch eine Substitution
mit gewohnlichen rationalen Zahlkoeffizienten in eine dquivalente Form

(5) 9(yi) = Y} + avys + -+ any?
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mit rationalen Koeffizienten zu transformieren, welche nur die Quadrate
der Unbestimmten enthélt. Zunichst kann man némlich a;; von
Null verschieden voraussetzen. Denn ware aq; = 0, aber etwa der
Koeffizient a; von x? nicht Null, so fiihrt die Substitution

T1 =Y, Ti=1Y, Tk="Yk (k=2,..n; ki)
unsere Form in eine dquivalente:

g(yla-”yn) = amy%—i‘

iiber, deren erstes Element nicht Null ist. Sind aber alle Elemente
11 = Qg = +++ = Ap, = 0, und ist etwa ajs # 0, so liefert die
Substitution:

Ty =Y +Y2, T2=Y1— Y2, Ti=Yi (i=3,4,...n)
eine aquivalente Form

9(Y1s - Yn) = 20127129 + -+ - = Qalgyf -,

welche die verlangte Eigenschaft hat. Wir kénnen somit von vornherein
aq; von Null verschieden voraussetzen. Dann konnen wir aber zunachst
alle Elemente a2, a13, ... a1, zu Null machen. Ist ndmlich a1 etwa

ai2

von Null verschieden, so liefert die Substitution (III) fir ¢t = ——
@11

nach (4) eine dquivalente Form

9(yr v, yn) = anyi + 0 gy + .
und durch entsprechende Substitutionen (III)

Y1 =Y+ TYs
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konnen der Reihe nach die anderen Koeffizienten a3, ... ay, zu Null
gemacht werden.
In der so umgeanderten Form:

n n
h(zi, ... 2n) = aj 22 + ; ; a2 2k

kann nun die nach Abspaltung des ersten Gliedes iibrig bleibende
quadratische Form von 25, z3, ... 2z, in genau derselben Weise so
transformiert werden, dafl auch hier nur das Quadrat der zweiten
Variablen {ibrig bleibt, vorausgesetzt, daf auch nur eine der Zahlen
ay,, # 0 ist. In derselben Weise kann man fortfahren, bis die
transformierte Form iiberhaupt nur die Quadrate der n Variablen
enthélt. Wir konnen und wollen daher die Form f(z;) gleich in dieser
Gestalt:

(5) f(z) = ] + apay + - +

gegeben voraussetzen, in welcher die Koeffizienten «; gewohnliche
rationale Zahlen sind.

Wir betrachten die Form (5) jetzt fiir einen der Korper K(p)
bzw. K (ps) und untersuchen, wann der betreffende Divisor p oder po,
ein Teiler jener Form ist. Dabei setzen wir der Einfachheit wegen ein
fiir allemal voraus, dafs keine der Zahlen «a; gleich Null ist. Zunéchst
kénnen wir von vornherein a; = 1 annehmen, da man ja sonst f durch
die von Null verschiedene Konstante oy dividieren kann. Es sei nun:

o = ga; (p), (i=2,3,...n)

wo a? die groRte in «; enthaltene Quadratzahl des betreffenden
Korpers K(p) bedeutet, so fithrt die Transformation:

;i = Y;
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die Form f(z;) iiber in die dquivalente

(5%) 9(y) = 2 af = Y eilaixs)’
=yi t e+ ey,
und wir konnen daher von vornherein alle Koeflizienten «; als befreit
von ihren quadratischen Faktoren voraussetzen.
Je nachdem nun der betrachtete Bereich K(p), K(2) oder K (ps)
ist, kann jede von Null verschiedene Zahl « in einer der drei Formen:

o = p2a+6w2b+562c — péwa (pawbec)Q (p)
(6) o = 22a+5(_1>ee4g+8c _ 26(_1>564((2ae4c)2 (2>
a = (=1)%(e)? (Poo)

dargestellt werden, wo 9, ¢, ( Null oder Eins sein kénnen und wo fiir
den Bereich von 2 ¢ auch durch 5¢ ersetzt werden kann, da sich
beide Zahlen um eine dyadische Quadratzahl unterscheiden. Es ergibt
sich also der Satz:

Jede quadratische Form mit rationalen Koeffizienten ist fiir
den Bereich K(p), K(2), K(ps) einer sog. reduzierten
Form:

flx;) = w%+€2x§+g3x§+...+€nxi

aquivalent, wo die reduzierten Koeffizienten ¢ in den drei
unterschiedenen Fallen bzw.

(7) prws, 2°(=1)°5¢, (-1

sein konnen, wenn ¢, ¢, ¢ Null oder Eins sind. Nur diese reduzierten
Formen sind also auf ihre Teiler p, 2, ps zu untersuchen.
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Zunéchst erkennt man, daf eine Form f(z;) dann und nur dann
den Teiler p,, besitzt, wenn mindestens einer der Koeffizienten ¢; = —1
ist. Ist namlich z. B. e = —1, so besitzt ja die Gleichung

o] — 25 +e3xs + -+ 6,72 =0 (Poo)

die von Null verschiedene Losung (1,1,0,...0). Sind dagegen alle
g; = +1, so hat die Summe:

i ri .2t =0

im Bereiche der reellen Zahlen offenbar nur die Losung (0,0, ...0).
Die beiden anderen Félle, wo der Teiler p oder 2 ist, sollen in den
beiden néchsten Abschnitten fiir die bindren und terndren Formen
genau untersucht werden. Hier werde nur noch eine fiir das Folgende

wichtige allgemeine Bemerkung angefiigt.
Soll die Gleichung:

f(x;) :$?+52:E§+---+€na:i =0 (p)

im Korper K (p) eine Losung (&1, &, . .. &,) haben, so kann man sie stets
als ganz und mindestens eine der Grofen &; als Einheit voraussetzen,
denn anderenfalls kann man ja die ganze Gleichung f(&;) = 0 durch
das Quadrat des groften gemeinsamen Teilers d von &, &, ... &,

dividieren, wodurch man eine neue Losung %, %2, E" erhalt, die
der obigen Forderung entspricht.

Ich wende die bisher gefundenen Resultate noch an auf die
Untersuchung der Frage, welche Primfaktoren die durch eine ganzzahlige

quadratische Form darstellbaren ganzen rationalen Zahlen

m = allﬁf 4+ 2a1961 & + - + annf}% = f(fz)



Zwolftes Kapitel. 376

enthalten konnen und welche nicht. Ich brauche hier nur die sog.
eigentlichen, d. h. diejenigen ganzzahligen Darstellungen von m
zu betrachten, bei denen (&,&,...&,) keinen gemeinsamen Teiler
haben. Haben diese Zahlen namhch den grofiten gemeinsamen Teiler d,
ist also allgemein & = d¢\” so muk ja m = d? - mgy durch d? teilbar
sein, und hier ergibt sich dann die eigentliche Darstellung;:

(0)

my = G11§1 2+ 2&1251 S @nnfﬁlo)Q

von mg durch dieselbe Form.

Eine Primzahl p heife in einer quadratischen Form f(z1, xo, ... z,)
enthalten, wenn diese fiir ein durch p nicht teilbares Wertsystem
(&1,&a, ... &) einen durch p teilbaren Wert m besitzt.

Nennen wir auch hier zwei Formen f(z;) und ¢g(y;) modulo p
dquivalent, wenn jede in die andere durch eine modulo p ganze
Substitution und durch Multiplikation mit einer durch p nicht teilbaren
ganzen Zahl iibergeht, so erkennt man genau, wie a. S. 369 unten, daf
aquivalente Formen dieselben Primzahlen enthalten.

§ 3. Die bindren quadratischen Formen und ihre Teiler.

Auf Grund der vereinfachenden Voraussetzungen iiber die zu
untersuchende Form, welche wir im vorigen Abschnitte gefunden
haben, konnen wir nun leicht entscheiden, ob eine binédre oder eine
terndre quadratische Form einen bestimmten Teiler p, 2 oder p.
enthéalt. Ist f zunéchst eine bindre Form, so konnen wir sie stets
folgendermafen gegeben voraussetzen:

(1) fla,y) = a* +ey?,

wo ¢ fiir ein ungerades p nur die 4 Werte:

(2) 1, w, p, puw,
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fiir p = 2 aber einen der 8 Werte:
(22) +1, +5, +£2, £2-5
haben kann, wéihrend fiir p = p,, ¢ = %1 ist. Die Gleichung:
v* +ey’ =0 (p)

ist nun stets und nur dann erfiillt, wenn

3) (5) —

d. h. —C) = +1, wenn also —e eine p-adische Quadratzahl ist.

p
Daraus folgt sofort, dak p sicher kein Teiler der Form f(z,y) sein
kann, wenn ¢, also auch —e, durch p teilbar, d. h. keine Einheit ist.
Ist aber € eine Einheit, so muf fiir ein ungerades p:

2)-G)E)- )

also (%) = (—1)]071 sein. Da nun fiir € gleich 1 bzw. w (%) gleich +1
bzw. —1 ist, so besitzt von den beiden Formen z? + y? und 22 + wy?
die erste oder die zweite den Teiler p, je nachdem p = 4n + 1 oder
4n + 3 ist, die andere aber nicht.

Fiir p = 2 ist nach dem Satze a. S. 325 von den acht Werten (2?)
von —¢ allein —e = +1 quadratischer Rest zu 2; nur die Form z? — y?
besitzt also den Teiler 2. Endlich hat allein die Form z? — y? den
Teiler po.

Wir erhalten also den folgenden Satz:
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Von den fiir den Bereich p, 2, p, reduzierten vier, acht, zwei
bindren quadratischen Formen besitzt jedesmal eine einzige den
zugehorigen Teiler, ndmlich fiir ein ungerades p die Form 2% + y?
oder x? + wy?, je nachdem p = 4n + 1 oder 4n + 3 ist, fiir p = 2
und fiir p = p jedesmal die Form 22 — 2.

Jede binire quadratische Form ')
f(@,y) = az® + bay + cy?

kann, falls nicht beide duferen Koeffizienten a und ¢ Null sind, wenn
also z. B. a # 0 ist, folgendermafen geschrieben werden:

(4) daf(z,y) = (2az +by)* — (V* — dac)y® = & — Dip*,
WO
(4%) D = b* — 4ac

die Diskriminante der Form f genannt wird. Sie geht
also durch die umkehrbare Substitution:

1 b
& = 2ax + by, r=—&——n
2a

(5)

n= Y, Y= n

und durch Multiplikation mit der von Null verschiedenen Zahl 4a in
die Form &2 — Dn? diber. Fiihrt man diese in die reduzierte Form
€24 ¢en? iiber und beachtet, daf sich dann 4+¢ von —D nur um
eine Quadratzahl fiir den betreffenden Bereich unterscheidet, dafs also

YBei den bindiren Formen ist es zweckmiiffig, den mittleren Koeffizienten
durch b zu bezeichnen.



Zwolftes Kapitel. 379

— D
<—€> = (—) ist, so folgt, dak die urspriingliche Form dann und nur
p p

dann den Divisor p, 2 oder p., enthilt, wenn das zugehdrige Symbol

D
<— = +1 ist. In dem vorher ausgeschlossenen Falle a = ¢ = 0
p

gilt genau dasselbe, denn dann enthélt die Form f(x,y) = bxy jede

Primzahl p als Teiler, da sie fiir x = 0, y # 0 verschwindet; und da in

diesem Falle auch
()-(7)
b b

ist, so bildet dieser Fall keine Ausnahme fiir unser allgemeines Resultat.
Es gilt also der Satz:

Fiir die quadratische Form f(z,y) = ax® + bry + cy? besteht
stets die Gleichung:

N NG

wenn D = b? — 4ac ihre Diskriminante ist.

Es sei nun
flz,y) = az? + bry + cy?

eine bindre quadratische Form, und p eine ungerade Primzahl, welche
weder in ihrer Diskriminante D = b? — 4ac noch zugleich in beiden
aufkeren Koeffizienten a und ¢ enthalten ist. Dann folgt aus den
Gleichungen (5), daf auch modulo p f(z,y) dquivalent der reduzierten
Form &2 — Dn? ist; und da die Kongruenz

£ — Dn* =0 (mod. p)
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dann und nur dann eine Losung aufser der selbstverstiandlichen
2
D
¢ =n =0 besitzt, wenn <§) = D (mod. p), wenn also (—) =+1
U D

ist, und da genau dasselbe gilt, wenn a = ¢ =0 (mod. p) also
D = bxy (mod. p) ist, wie ganz ebenso wie a. vor. S. bewiesen wird,
so ergibt sich der Satz:

Alle durch eine bindre quadratische Form eigentlich
darstellbaren Zahlen:

m = ax® + bxy + cy?

enthalten aufer ev. den Teilern der Diskriminante D = b? — 4ac

D
nur solche ungerade Primzahlen p, fiir welche (—) = +1, aber
p

D
keine einzige, fiir welche <—> = —1 ist.
p
Eine ganze Zahl m kann daher nur dann durch eine quadratische Form
f(z,y) eigentlich darstellbar sein, wenn sie keine einzige ungerade
Primzahl enthélt, zu der D Nichtrest ist.

Beispiele: Ist speziell b = 0, so sind in der Form ax? + cy? nur solche

4 _
ungerade Primzahlen p enthalten, fiir welche ( ac> = (_ac) =+1
p p

ist. So sind z. B. durch die Form x? + y* nur solche Zahlen eigentlich

-1
darstellbar, fiir deren ungerade Primfaktoren (— = +1 ist, welche

also nur Primfaktoren von der Form 4n 4+ 1 enthalten. In der
Form 2%+ 2y? sind aufer 2 nur Primzahlen p enthalten, fiir welche

—2
(—) = +1 ist, welche also nach S. 350 (I) von der Form 8n + 1
p

oder 8n + 3 sind. Die Form z? — 2y? enthilt aufer 2 nur Primteiler,
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2

fiir welche (—) = +1 ist, welche also von der Form 8n 4+ 1 sind. Die
p

Form % + 3y? stellt nur Zahlen m eigentlich dar, fiir deren ungerade

-3

Primfaktoren aufser 3 (—) = +1 ist, welche also alle von der Form
p

6n + 1 sind, usw.

Diese Satze geben uns die Moglichkeit, in manchen Féllen den
bereits auf S. 39 erwdhnten Satz wunderbar einfach zu beweisen, dafs
in jeder arithmetischen Reihe az + b, wenn (a,b) = 1 ist, unendlich
viele Primzahlen enthalten sind; in diesen Féllen kann namlich der
Beweis dieses allgemeinen Satzes genau ebenso gefiihrt werden, wie
in dem auf S. 36 angegebenen Euklidischen Beweise dafiir, dafs die
Anzahl aller Primzahlen unendlich grofs ist. Zunéchst gebe ich zwei
Félle dieses Satzes, welche die Theorie der quadratischen Formen noch
nicht voraussetzen:

1) Es gibt unendlich viele Primzahlen von der Form 4n — 1.

Angenommen néamlich, die Anzahl dieser Primzahlen 3, 7, 11,
19, ... p sei endlich, und p sei die letzte unter ihnen, so ist die aus
ihnen gebildete Zahl

m=403-7-11-...p)—1

ungerade und von der Form 4n — 1; sie muf also mindestens einen
Primfaktor von derselben Form haben, und da sie durch 3, 7, ... p
geteilt stets den Rest —1 ldft, so gibt es aufser diesen sicher noch
weitere Primzahlen dieser Form; unsere Behauptung ist also bewiesen.

2) Es gibt unendlich viele Primzahlen der Form 6n — 1.

Alle Primzahlen auffer 3 haben entweder die Form 6n + 1 oder
6n — 1. Wéare nun die Anzahl der letzteren endlich und p die letzte
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unter ihnen, so wire wieder die aus ihnen gebildete Zahl
m=6(5-11-17-23...p) —1

von derselben Form; sie miifsite also mindestens einen Primfaktor 6n — 1
haben, und daraus schlieffen wir genau wie vorher, daf es zum
mindesten eine Primzahl ¢ = 6n — 1 geben muf, welche grofser als p ist.

3) Es gibt unendlich viele Primzahlen p = 4n + 1.

Waire néamlich die Anzahl 5, 13, 17, 29, ... p dieser Primzahlen
endlich, und p die letzte, so hétte die Zahl

m=(2-5-13...p)% + 1%

da sie von der Form x? + y? ist, nur Teiler von der Form 4n + 1, und
da sie durch die vorher angegebenen nicht teilbar ist, so mufl es aufser
diesen sicher noch andere geben.

4) Es gibt unendlich viele Primzahlen der Form 8n + 5.

Der Beweis wird genau ebenso wie in (3) gefiihrt: Angenommen,
die Anzahl dieser Primzahlen 5, 13, ... p wére endlich, und p ihre
letzte; die aus ihnen gebildete Zahl

m=(2-5-13...p)° + 1 =2 + 3

hat nur Teiler von der Form 4n + 1; alle ihre Primfaktoren haben also
die Form 8n + 1 oder 8n + 5. Da sie selbst aber offenbar die Form
8n + 5 hat, so muft wenigstens einer ihrer Primfaktoren dieselbe Form
besitzen und von den vorher aufgefiihrten verschieden sein.

Ganz ebenso folgt aus der Betrachtung der Zahl

m=(7-13-19...p)* + 312,
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welche nach S. 379 unten aufer 2 nur Primteiler von der Form 6n + 1
hat, daf die Anzahl aller dieser Primzahlen unendlich grofs sein muf.
Ist m=(11-19-43...p)* +2-1% wo in der Klammer alle Primzahlen
der Form 8n + 3 bis zu einer gewissen p hin stehen, so hat m nach
S. 379 nur Primteiler der Formen 8n + 1 und 8n + 3; da sie aber
selbst von der letzteren Form ist, so mufl auch mindestens einer
ihrer Primfaktoren dieselbe Form haben. Also ist die Anzahl aller
Primzahlen von der Form 8n + 3 unendlich grof.

Dasselbe folgt fiir die Primzahlen 8n — 1 aus der Betrachtung der
Zahl m = (7-23...p)* — 212, welche selbst von der Form 8n — 1 ist
und nach S. 379 lauter Primteiler der Form 8n + 1 besitzt. Ebenso
zeigt man, dak in der arithmetischen Reihe 12n — 1 unendlich viele
Primzahlen vorkommen, weil die Zahl m = (11-23-47-59...p)* —3-12
nach S. 351 IIT aufser 2 nur Primfaktoren 12n 4+ 1 besitzt, und zwar
mindestens einen der zweiten Form haben mufs, weil sie offenbar
kongruent —2 modulo 24, also von der Form 2(12n — 1) ist.

Es gibt unendlich viele Primzahlen 10n — 1, weil

m=(19-29-59...p)* = 5-1%

wie man nach S. 351 IV leicht erkennt, aufer 2 nur Primfaktoren
10n £ 1 hat; und da m selbst von der Form 20n +1 —5 = 4(5n — 1)
ist, so mufs m mindestens einen Primfaktor ¢ = 10n — 1 besitzen.
Wie bereits a. S. 36 erwahnt wurde, ist es bis jetzt nicht gelungen,
den soeben in speziellen Féllen behandelten Dirichletschen Satz iiber
die arithmetische Reihe auf rein arithmetischem Wege ohne analytische
Hilfsmittel zu beweisen. Jedoch lafst sich ein solcher Beweis auch fiir
die speziellen Reihen ax 4+ 1 und az — 1 erbringen, wie Genocchi Annali
di matematica, Ser. 2, Bd. 2, S. 256 zuerst vollstandig bewiesen hat.
Neuerdings hat Herr 1. Schur (Sitzungsber. d. Berl. math. Ges. 1912,
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S. 40) fir unendlich viele weitere arithmetische Reihen den gleichen
Beweis elementar gefiihrt, z. B. fiir die Reihen:

2" + (2" £1), 8axr+ (2a+1), 8ax+ (4a+1), 8Sax + (6a+ 1),

wo a eine beliebige quadratfreie ungerade Zahl bedeuten kann.
Allgemein beweist er den folgenden Satz:

Ist b* = 1 (mod. a), und kennt man mindestens eine Primzahl
p(a)
2
schliefen, daft in der Reihe ax 4+ b unendlich viele Primzahlen

enthalten sind.

der Reihe ax + b, die grofer als ist, so kann man elementar

Wir wollen eine bindre Form f(z,y) = ax?® + bxy + cy? fiir den
Bereich einer Primzahlp d e fin it nennen, wenn sie nur Quadratzahlen
oder nur Nichtquadratzahlen darstellt; sie soll indefinit heifen,
wenn sie sowohl Quadrate wie Nichtquadrate darstellt. Auch diese
Eigenschaft bleibt offenbar bei einer beliebigen Transformation und
bei der Multiplikation mit irgendeiner Einheit modulo p ungeéndert.
Wir betrachten aber nur den Fall einer ungeraden Primzahl p, welche
kein Teiler der Diskriminante D ist. Dann besteht der Satz:

Eine ganzzahlige Form f(z,y) enthélt eine beliebige, nicht in
D aufgehende Primzahl p entweder als Teiler, oder sie ist fiir den
Bereich von p indefinit.

Ich brauche also nur zu zeigen, dafs, falls —) = —1ist, f(z,y)

sowohl Quadrate als Nichtquadrate darstellt, und zwar kann dieser
Beweis fiir die zu f(z,y) dquivalente Form £ — Dn? gefiihrt werden.
Nehmen wir etwa an, diese Form stellte z. B. lauter Nichtreste dar, so

-1
erhielte man auch lauter Nichtreste, wenn man & =1, 2, ... pT
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und 7 jedesmal gleich 1 wihlt. Da dann &2 alle inkongruenten Reste
—1
b Zahlen (a; — D) offenbar

ai, ... ap—1 durchlduft, und da alle
2 b1
2

modulo p inkongruent sind, so ergeben sich hiernach die

Kongruenzen:

a; — D = b;; (mod. p), (i=1,2,..25%)
wo die a; alle Reste, die b; alle Nichtreste sind. Addiert man
aber alle diese Kongruenzen und beachtet, daf nach S. 334 oben

—1
Yo a; =) b; =0 (mod. p) ist, so wiirde sich —D - pT =0 (mod. p)
ergeben, was mit unserer Voraussetzung iiber D im Widerspruch steht.
Da die Annahme, die Form stellte lauter Reste dar, genau ebenso als
unrichtig erwiesen wird, so ist unser Satz vollstiandig bewiesen. Auch
fir p = 3, wo dieser Beweis nicht gilt, stellt die Form &2 4 n? sowohl 1
als 2 dar, ist also indefinit.

§ 4. Die terniaren quadratischen Formen und ihre Teiler.

Ich wende mich jetzt zur Untersuchung der terniren quadratischen
Formen und ihrer Teiler. Nach S. 373 (5) kann ich sie von vornherein
in der Form:

f(z,y, 2) = ax® + by? + cz*

gegeben voraussetzen, wo a, b, ¢ beliebige von Null verschiedene
rationale Zahlen sind. Ich will das a. S. 368 allgemein definierte Symbol
jetzt auch in der folgenden Form schreiben:

B
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dasselbe ist also 41, je nachdem die Gleichung ax? + by* + cz? = 0 (p)
eine von Null verschiedene Lésung hat oder nicht.

Wir wollen und kénnen dasselbe Symbol auch gleich +1 annehmen,
je nachdem die Gleichung f = 0 eine Losung (£,7,¢) hat, in welcher
alle drei Zahlen von Null verschieden sind oder nicht. Zwei von ihnen
konnen offenbar nicht Null sein, ohne daf auch die dritte verschwindet.
Besitzt aber jene Gleichung eine Losung (0,7,(), in welcher eine
Unbekannte, z. B. = 0 ist, so kann man aus ihr stets eine solche
herleiten, in welcher alle drei Unbekannten von Null verschieden sind.

In der Tat, ist (n,{) eine von Null verschiedene Losung der
Gleichung

bn* +¢¢* =0,

so miissen offenbar beide Gréfen 1 und ¢ von Null verschieden sein.
Sollen nun x, y, z so gewihlt werden, dafs

az® + by? +cz* =0 (p)
ist, so folgt durch Subtraktion der vorigen Gleichung:
az® +b(y* —n?) +c(z* = %) = 0.

Wir setzen nun z = ¢ und suchen dann x und y so zu bestimmen,
dafs

az® +b(y* —n?) =0,
dafs also:

az® = b(n —y)(n+y)
wird. Zu dem Zwecke zerlegen wir b irgendwie in das Produkt b = b, b,
von zwei ganzen oder gebrochenen Faktoren und wahlen x und y so,

daf
ar =bi(n—vy), =="b(n+vy)
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ist. Aus diesen beiden Gleichungen folgt durch Division:

_bom—y n—y _
a=—-——> also —= =7,
by n+y n+y

WO
aby ab

b B

gesetzt ist. Wir wahlen nun den bis jetzt ganz beliebigen Teiler b; von

b nur so, daft v # +1 ist. Dann wird y = 771;—7 weder Null noch

unendlich, und aus der obigen Gleichung ergeben sich also die Werte

1 1—x
x = 2byny - ——, =n-—, 2z=C(,
27 1+~ y=n 1+~ ¢
welche alle von Null verschieden sind.
Um nun ebenso wie fiir die bindren Formen zu entscheiden, welche
terndren Formeln eine gegebene Primzahl p enthalten, schreiben wir
auch sie in der reduzierten Form:

(1%) f =2+ ey® + 2%,

wo &; und ey reduzierte Zahlen sind. Hier unterscheiden wir nun
die beiden Fiélle, daft entweder £; und e, Einheiten sind, oder dafs
wenigstens eine von ihnen durch p teilbar ist. Dann beweise ich zuerst
den folgenden Satz:

Sind €; und ey beide Einheiten, so besitzt die Form f, falls
p ungerade ist, stets den Teiler p, d. h. in diesem Falle ist stets

1
( ,51,52> "y
p
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Lost man namlich die Gleichung f = 0 nach 2? auf, so folgt aus
ihr:
2% = (—e1)y? + (—&2) 2%,

wo auch (—e&1, —e9) Einheiten sind. Nach dem a.S. 383 bewiesenen
Satze besitzt nun die rechts stehende bindre Form entweder den
Teiler p, oder sie ist indefinit, d. h. sie stellt sowohl Quadrate als
auch Nichtquadrate dar. In jedem Falle kann man also zwei von Null
verschiedene Zahlen 1 und ( so finden, dak:

(—en” + (—e2)¢* = €°

wird, wo & eine p-adische Zahl ist, welche auch Null sein kann.
Hiernach ist aber

=& y=n z2=¢
eine Losung unserer Gleichung; die obige Behauptung ist also bewiesen.
Da die Koeffizienten a, b, ¢ sich von den reduzierten 1, €1, €5 nur
um Quadratzahlen und einen allen gemeinsamen Faktor unterscheiden,

so kann man den soeben bewiesenen Satz auch in der folgenden
allgemeineren Form aussprechen:

Ist p eine ungerade Primzahl, so ist

&) (“2) =4,

wenn die Koeffizienten alle von gerader oder alle von ungerader
Ordnung sind.

Fast ebenso einfach kann dieselbe Frage fiir den Fall p = 2
entschieden werden. Sind auch hier €; und &5 Einheiten, so haben sie
die Form (—1)75%  wo die ~; und &; gleich Null oder Eins sein konnen.
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Sind beide Indizes 7 = 72 =0, so ist e =&y =1 (mod. 4), und fir
diesen Modul geniigt also f in (1*) der Kongruenz:

f(@,y,2) =2+ ey + €22 =2” + y* 4+ 2° = 0 (mod. 4).

Da aber ein Quadrat z? kongruent Null oder Eins modulo 4 wird,
je nachdem z gerade oder ungerade ist, so kann nur dann f(z,vy, 2)
durch 4 teilbar sein, wenn x, y und z alle gerade sind, weil andernfalls
22 + y? + 22 kongruent 1, 2, oder 3 sein wiirde. Weil jedoch eine dieser
Zahlen nach S. 374 immer als Einheit modulo 2, also als ungerade
vorausgesetzt werden kann, so ist bewiesen, daf die Form f nicht den
Teiler 2 hat, wenn die Indizes von ; und &5 beide Null sind. Hieraus
folgt wie vorher, daf die allgemeine Form

f = azx® +by* + c*

den Teiler 2 nicht enthélt, wenn a, b, ¢ alle gerade oder alle ungerade
Ordnungszahlen und auferdem alle den gleichen Index haben.

Haben dagegen e; und e nicht beide den Index Null, haben
also a, b, ¢ nicht alle denselben Index, aber alle gerade oder alle
ungerade Ordnungszahlen, so ist 2 stets ein Teiler der Form f. In
der Tat kann man dann immer voraussetzen, daft die Koeffizienten
g1 und ey weder beide die Einheitswurzel (—1) noch auch beide den
Faktor 5 enthalten; denn wére dies der Fall, so konnte man f mit —1
bzw. mit 5 multiplizieren, und man erhielte so eine dquivalente Form,
welche unserer letzten Forderung geniigte. Dann konnen aber die
reduzierten Formen eventuell durch Vertauschung der Variablen und
durch Multiplikation mit —1 auf eine der drei Formen:

%+ y? — 52?

x? —y? + 527

22—y 4 2
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gebracht werden, welche alle den Teiler 2 enthalten, da die erste
durch das Wertsystem (1,2, 1), die beiden letzten durch (1,1,0) zu
Null gemacht werden. Geht man wieder von der reduzierten zur
urspriinglichen Form iiber, so kann man dieses Resultat in dem
folgenden Satz aussprechen:

Sind die Koeffizienten a, b, ¢ alle von gerader oder alle von
ungerader Ordnung, so ist stets und nur dann:

3 (“35) -1

wenn diese drei Zahlen gleiche Indizes besitzen, wenn also ihre
ungeraden Bestandteile ag, by, cg modulo 4 kongruent sind.

Sind zweitens fiir eine beliebige Primzahl p nicht alle Koeffizienten
a, b, ¢ von gerader bzw. von ungerader Ordnung, so kann man
stets voraussetzen, daf einer von ihnen, etwa ¢, von ungerader, die
beiden anderen, a und b, von gerader Ordnung sind, da ja im
entgegengesetzten Falle die Form pf dieser Forderung geniigen wiirde.
Daher kann man in diesem Falle die zugehorige reduzierte Form f in
der Gestalt

f(xa Y, Z) = x2 + 51y2 +p5222

voraussetzen, wo £; und g, wieder Einheiten sind. Besitzt dann die
Gleichung f =0 (p) iiberhaupt eine von Null verschiedene Losung, so
hat sie, wie S. 374 bewiesen wurde, auch eine solche &, 7, (, bei welcher
diese Zahlen ganz sind und wenigstens eine von ihnen eine Einheit ist.
Hier sehen wir, dak dann £ und 7 beide Einheiten sein miissen, denn
enthielte etwa £ die Primzahl p, so wiirde aus der Gleichung:

E 4 e’ +peal® =0 (p)
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folgen, daft auch n durch p teilbar wére, und dann miifite dasselbe fiir
¢ gelten, da die beiden ersten Summanden durch p? teilbar wéren.
Nimmt man nun zunéichst p als irgendeine ungerade Primzahl an
und betrachtet unter dieser Voraussetzung die obige Gleichung als
Kongruenz modulo p, so ergibt sich:

&+ e =0 (mod. p)

(%)2 = —¢; (mod. p),

d. h. es mufs dann notwendig (_—51 = +1 sein. Ist aber diese
Bedingung erfiillt, so ist nach dem a. S. 377 bewiesenen Satze p ein
Teiler der Form 2% + £,32, also auch der Form 22 + £,y? + peo2?; denn
besitzt die erste die Losung (£,7), so hat ja die letzte die Losung
(& n,0).

Die reduzierte quadratische Form 22 + £,y? + pey2z? besitzt

. € .
also stets und nur dann den Teiler p, wenn — ) = +1 ist.
p

Hieraus folgt genau wie vorher der allgemeine Satz:

Sind die Koeffizienten der Form az? + by* + cz? nicht alle
von gerader oder nicht alle von ungerader Ordnung in bezug auf
die ungerade Primzahl p, so besitzt diese dann und nur dann den
Teiler p, wenn

()

ist, falls @ und b die beiden Elemente sind, welche modulo 2
kongruente Ordnungszahlen haben.
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Haben etwa a und ¢ modulo 2 inkongruente Ordnungszahlen, so
ist ja sicher —ac Nichtquadratzahl, weil dieses Produkt von ungerader
Ordnung ist. Man kann daher dasselbe Resultat in der folgenden
symmetrischen Form aussprechen:

Sind a, b, ¢ nicht alle von gerader bzw. nicht alle von
ungerader Ordnung, so ist die ungerade Primzahl p dann und nur
dann ein Teiler von f, wenn wenigstens eines der drei Symbole:

o @)

gleich +1 ist.

Ich untersuche endlich, unter welchen Bedingungen die entspre-
chende fiir den Bereich von 2 reduzierte Form den Teiler 2 hat, wann
also die Gleichung

f=a>+e? +222 =0 (2)

eine Losung besitzt. Dann muf sie auch hier eine Losung (§,7,()
haben, in welcher £ und 7 beide ungerade sind. Da dann aber

—(e1m? + 2e9¢%) = €2

sein muf, so besitzt f dann und nur dann den Teiler 2, wenn eine
Einheit 1 und eine gerade oder ungerade Zahl ( so gewéahlt werden
konnen, daR —(g,1? + 2e5¢?) von der Form 8n + 1 ist. Dann ist jedoch

=1, 2¢*=2 oder 0 (mod. 8),

je nachdem ( ungerade oder gerade ist; also ist unsere Bedingung
dann und nur dann erfiillt, wenn entweder 14 c; oder 1+ &1 + 29
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durch 8 teilbar ist. Diese beiden Bedingungen kénnen wir auch in die
eine zusammenziehen, daf

(14¢e1)(1+e1 + 2e9)
8

eine gerade Zahl sein mufs. In der Tat ist jener Quotient stets eine
ganze Zahl, da sich die beiden geraden Faktoren des Zahlers um das
Doppelte 2e5 einer ungeraden Zahl unterscheiden. Daher muf einer
dieser beiden Faktoren durch eine hohere als die erste Potenz von 2
teilbar sein; der andere ist dann genau durch 2 teilbar. Ist also jener
eine Faktor genau durch 4 teilbar, so enthélt der ganze Zéhler genau 8,
der Bruch ist also ungerade, ist dagegen jener Faktor mindestens
durch 8 teilbar, so ist der Bruch gerade; unsere Behauptung ist also
bewiesen.

Hiernach kénnen wir das Ergebnis unserer Untersuchung in der
Gleichung;:

1,e1,2¢ (A+e1)(1+e1+2e2)
(5) (T) _ (LpyE

aussprechen oder auch in dem Satze:

Die Form 22 4 £,y? + 2¢52? enthilt dann und nur dann den

Teiler 2, wenn e; oder &1 + 29 von der Form 8n — 1 ist.

Betrachten wir auch hier den allgemeinsten Fall, daf in der Form
f =az® +by* + c2* (2)

die Ordnungszahlen von a, b, ¢ nicht alle modulo 2 kongruent sind,
so kénnen wir event. durch Multiplikation mit 2 und Vertauschung
der Variablen erreichen, dafs @ und b von gerader, ¢ von ungerader
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Ordnung in bezug auf 2 ist. Sind dann ag, by, cq die zu a, b, ¢ gehorigen
Einheiten, so ist f dquivalent agz? + boy? + 2c922, also auch dquivalent

b c
2? + 2yt 2227
Qo Qo

b c
ersetzt man also in (5) €; und €9 durch ~ und = und multipliziert
Qo Qo

im Exponenten von —1 mit der ungeraden Zahl a3, so ergibt sich die
allgemeine Gleichung:

(CL7 b, C> (ap+bo)(ap+bo+2co)

(5%)

d. h. es gilt hier der Satz:

Sind in der terniren Form f = az®+ by*> + cz? (2) die
Ordnungszahlen der drei Koeffizienten nicht alle kongruent
modulo 2, und sind ag, by, ¢y die zu a, b, ¢ gehorigen Einheiten,
so besitzt f stets und nur dann den Teiler 2, wenn entweder
ap + bg oder ag + by + 2¢o durch 8 teilbar ist, falls ¢ und b die
beiden Koeffizienten bedeuten, deren Ordnungszahlen modulo 2
kongruent sind.

)=

Y

§ 5. Die Darstellung der p-adischen Zahlen durch die
binaren Hauptformen. Das Hilbertsche Symbol. Der
allgemeine Dekompositionssatz.

Ich benutze die fiir die terndren Formen hergeleiteten Sétze jetzt,
um die Frage nach der Darstellbarkeit einer gegebenen p-adischen Zahl e
durch die s. g. bindre Hauptform einer gegebenen Determinante d

z? — dy?
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vollstdndig zu 16sen. Ersetzt man in der Gleichung:
(1) e =1 —dy’ (p)

x
x und y durch — und g, so erkennt man ohne weiteres, dafs diese

Gleichung dann und nur dann eine Losung hat, wenn dasselbe fiir die
homogene Gleichung;:

(1%) flz,y,2) = =2 + dy* + e2* = 0 (p)
gilt, wenn also die ternére quadratische Form f(z,y,z) den Teiler p

—1.d
besitzt oder ( A +1 ist.

Indem wir eine von Hilbert herriihrende Bezeichnung erweitern,
wollen wir das Symbol

d
(2) (’Te) gleich +1 oder —1

setzen, je nachdem e durch die Hauptform 2? — dy? fiir den Bereich
von p darstellbar ist, oder nicht, und zwar soll diese Bezeichnung
gelten, sowohl wenn p eine Primzahl, als auch wenn p = p., ist. Dann
ergibt sich aus der soeben durchgefiihrten Betrachtung fiir dieses
Symbol die Gleichung:

o ()

und da wir dieses letztere in jedem Falle zu finden gelernt haben, so
ist das Hilbertsche Symbol damit auch vollstandig bestimmt.
Ist zunéchst p = p.., so ist nach S. 374:

d —1,d
(3) (’—6) = ( 7 ’€> = +1 oder —1,
Poo P
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je nachdem wenigstens eine der beiden Zahlen d und e positiv ist,
oder beide negativ sind. Im ersten Falle ist, wie man auch direkt sieht,
die Gleichung e = 2% — dy? in reellen Zahlen losbar, im letzten nicht.
Also besteht hier die einfache Gleichung:

sgnd—1 sgne—1
(3&) (ﬁ) — _1gT'gT;
Po

denn der rechts stehende Exponent ist ja stets und nur dann gleich 1,
wenn d und e beide negativ sind, sonst aber immer gleich Null.

Hieraus folgt sofort, daft flir den Bereich von p., stets die
Dekompositionsgleichung gilt:

o))

denn nach (3%) entspricht sie der Gleichung:

sgnd—1 sgn(eeq)—1

pEgmei (s

sgne—1 sgne;j—1 sgnd—1
+ 2

Y

welche ja nach S. 354 (3) richtig ist.

Ist ferner p eine wungerade Primzahl, so ergeben sich durch
Anwendung der Resultate des vorigen Paragraphen sofort die folgenden
Satze:

Sind d und e beide durch eine gerade Potenz der ungeraden
Primzahl p teilbar, so ist stets:

& (57) = (557) =

wenn dp und ey hier wie stets im folgenden die zu d und e
gehorigen Einheiten bedeuten, d. h. in diesem Falle ist e immer
durch die Hauptform z? — dy? darstellbar.
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—1,d
In der Tat ist ja unter diesen Voraussetzungen das Symbol (7—’6>
p

nach dem Satze (2) a. S. 387 gleich +1.

Es seien jetzt zweitens d und e nicht beide von gerader Ordnung.
Dann kann eine dieser Zahlen oder auch beide von ungerader Ordnung
sein. Wegen der stets bestehenden Gleichung;:

N Rt

ist es gleichgiiltig, welche von beiden Zahlen von ungerader, welche von
gerader Ordnung angenommen wird; wir wollen im folgenden immer
voraussetzen, dafy, falls nur eine der beiden Zahlen von ungerader
Ordnung ist, dieses e sein soll.

Ist nun erstens nur e von ungerader Ordnung, so ist nach dem
a. S. 391 (4) bewiesenen Satze:

0 ) (4)(9)

Sind dagegen d und e beide von ungerader Ordnung, so folgt
nach demselben Satze:

o ()5 () ()

Wir koénnen das bisher gefundene Ergebnis in dem folgenden
Satze zusammenfassen:

d
Ist p eine ungerade Primzahl, so ist das Symbol (,_e)
p

d, —d,
gleich 1, (—0), < 060), je nachdem von den beiden Zahlen d
p p
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und e keine, eine, ndmlich e, oder jede von ungerader Ordnung in
bezug auf p ist.

Ist endlich p = 2, und sind zuerst d und e beide durch eine gerade
Potenz von 2 teilbar, so ist nach dem Satze (3) a. S. 390

M ([ —Lde\ [ —1,d,e0
2 ) 2 N 2

dann und nur dann gleich —1, wenn —1, dy, eg modulo 4 kongruent,
wenn also dy und ey beide von der Form 4n — 1 sind. Hieraus ergibt
sich der Satz:

Sind d und e modulo 2 beide von gerader Ordnung, so ist
stets

) (%) = (%) =o',

denn der rechts stehende Exponent ist ja dann und nur dann
ungerade, wenn dy und ey beide von der Form 4n + 3 sind.

Ist zweitens e von ungerader, d aber von gerader Ordnung, so ist

nach (5*) a. S. 394:

die\ _ (do,2e0\ _ (—1,do,2e
2 ) 2 N 2

(do—1)(do+2e0—1) d2—1 (do—1)(eo—1)
(10) = (—1) : s — (—1) e

- (%) ()
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Sind endlich dy und ey beide von ungerader Ordnung, so folgt nach
demselben Satze und nach (4) a. S. 355:

@ . 2d07 260 . —1, 2d0, 260
2 ) 2 B 2

(11) _ (_1)—(d°+60)(§°+60 2 _ (_1)d°8 Ly, [do-lico-l)

()(2)

Wir konnen das Ergebnis dieser letzten Betrachtung in dem
folgenden einfachen Satze aussprechen:

Das Symbol <%) ist gleich

(11%) (do’;O), (do’;o) (d%) (doéeo) (é>

je nachdem von den beiden Zahlen d und e keine, eine, namlich e
oder jede von ungerader Ordnung in bezug auf 2 ist; und hier ist

do—1 eg—1
(11°) (%) —(-1)2 7.

Mit Hilfe dieser Satze beweise ich nun sehr leicht den folgenden
Hauptsatz {iber die Zerlegung des Hilbertschen Symboles:

Wie auch die Zahlen d, e, ¢/ beschaffen sein mogen, immer
besteht fiir jeden Bereich K(p) die Gleichung:

m ()
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neben welcher, wegen der Symmetrie jenes Symboles, dann
natiirlich auch die andere gilt:

dd’ d d
) () - (%)
p p p
Diese Satze sind nur ein anderer Ausdruck des folgenden schénen
und einfachen Theorems:

Sind e, €/, ¢’ drei beliebige Zahlen, fiir welche

ee'e’” =1 (p)

ist, so besteht immer die Gleichung;:

wo )G )

In der Tat folgt ja aus dieser Gleichung durch Multiplikation mit
d,e” )
< p )
1 (e€e')?
<d,e) (d,e’) B <d, e”) B <d5> B <d’ o ) B (d,ee’>
p p p p p p )
Umgekehrt folgt durch zweimalige Anwendung von (12)

(d,e) (d,e/) (d,e”> (d,ee’e”) (d,l)
p p p p p

denn das letzte Symbol ist +1, da die Gleichung —x? + dy* + 22 = 0
immer die Losung (1,0, 1) hat.
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Nur die Richtigkeit von (13) brauchen wir also zu beweisen. Dabei
miissen wir die Félle unterscheiden, dafs d und e, ¢/, ¢’ von gerader
oder von ungerader Ordnung in bezug auf p sind. Ich bemerke nun
zunachst, daff von den drei Faktoren e, ¢/, ¢’ entweder keiner oder
zwei von ungerader Ordnung sind, da ihr Produkt gleich 1 ist.

Es sei nun p zuerst eine wungerade Primzahl; ist dann d von
gerader Ordnung, und nehmen wir zunéchst e, €/, ¢” alle ebenfalls von
gerader Ordnung an, so ist unsere Gleichung richtig, denn nach (5)
geht sie dann iiber in

(14) (HDHD)(H1) = +1;

ist dagegen unter der gleichen Voraussetzung iiber d e von gerader,
aber ¢ und e’ beide von ungerader Ordnung, so wird in unserer

d
Gleichung das zweite und dritte Symbol nach (7) a. S. 396 gleich <—0> ,
p

dieselbe wird hier also:

o )

Ist ferner d von ungerader, e, €/, €’ aber von gerader Ordnung, so
geht (13) nach demselben Satze iiber in

()6 (59)-()

und wenn endlich d wieder von ungerader Ordnung ist, wihrend e
von gerader, ¢/ und e” von ungerader Ordnung vorausgesetzt werden,
so ergibt die Anwendung von (8) a. S. 396 auf die zu untersuchende
Gleichung:

(14°) (@) (—66d0> (—egdo) _ <€06663-d(2)> _
p p p p
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und damit ist unsere Behauptung fiir eine beliebige ungerade
Primzahl p vollstandig bewiesen.

Zweitens sei p = 2. Dann enthélt nach (11*) und (11°) die linke
Seite von (13) als ersten Bestandteil das Produkt:

(do,@g) (d0,66> (do,eg) _ (_1)d02—1 <€02_1+66;1+6ng1>
2 2 2

do—1 eoeeq—1

da ja auch das Produkt der zu e, €, ¢’ gehorigen Einheiten gleich 1
ist. Wir haben also nur zu zeigen, dafy das Produkt der in (13) noch
hinzutretenden Zusatzfaktoren:

X s (@) (@)

fiir sich ebenfalls gleich +1 ist. Dieser letzte Beweis stimmt aber
wortlich mit dem vorher fiir ein ungerades p gefiihrten iiberein, denn
hier waren die Werte der in (13) tiberhaupt auftretenden Symbole in
denselben Féllen:

o (8) ()

und da fiir die Multiplikation der in (15*) stehenden Symbole genau
dieselben Sétze bestehen wie fiir die in (15) aufgefithrten, so ergibt sich
auch hier die Richtigkeit unserer Gleichung in den vier unterschiedenen
Féllen. Wir erhalten némlich als das Produkt der Zusatzfaktoren,
genau wie in (14), (14%), (14°) und (14°), fiir:

1. d von gerader und e, €, €’ von gerader Ordnung;:

(16) (+1)(+1)(+1) = +1.
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2. d von gerader, e von gerader, €/, ¢’ von ungerader Ordnung;:

o o(2)(2)-n

3. d von ungerader, e, €', ¢’ von gerader Ordnung;:

w O

4. d von ungerader, e von gerader, ¢ und ¢€” aber von
ungerader Ordnung;:

2\ [ 2 2\ _ .,
€o €6d0 e{)’do N ’

Da wir die Richtigkeit von (12) fiir den Bereich von ps
schon a.S. 395 in (4) bewiesen hatten, so ist die Giiltigkeit der
Dekompositionsgleichung (13) fiir die Bereiche von p, 2, ps, vollstandig
dargetan.

§ 6. Ein Fundamentalsatz fiir die Theorie der terniren
quadratischen Formen.

Wir sind jetzt imstande, einen Fundamentalsatz in der Theorie
der terndren quadratischen Formen zu beweisen, welcher das
Reziprozitiatsgesetz nebst seinen Ergidnzungssidtzen als speziellen Fall
enthélt, und der fiir die Theorie der quadratischen Zahlkérper eine
der wichtigsten Grundlagen bildet. Auferdem zeigt er den engen
Zusammenhang zwischen den Bereichen K(2), K(p), K(ps), welche
hier zum ersten Male in die Arithmetik eingefiihrt worden sind. Dieser
Satz lafkt sich folgendermafsen aussprechen:
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Jede terndre quadratische Form:
_ 2 2) 2
f(@1, 22, 23) = @y + 2a128122 + - - - + azz;

mit rationalen Zahlkoeffizienten besitzt stets eine endliche, und
zwar eine gerade Anzahl von Nichtteilern. Oder, was dasselbe ist:
das auf alle Stellen p, 2, p,, erstreckte Produkt

1 (f(xl,x2,x3))

) p
ist stets gleich +1.

Beim Beweise dieses Satzes konnen wir die Form f durch eine
umkehrbare Transformation und durch Multiplikation mit einer von
Null verschiedenen rationalen Zahl auf die Form

f=—2*+dy* + e’

transformiert annehmen, deren Koeffizienten d und e ganze rationale
Zahlen sind. Dann ist also nur zu zeigen, dafs das Produkt:

d
11 (—6) — 41
» \ P

ist. Dabei bemerke ich zunéchst, dafs in diesem Produkte sicher alle
diejenigen Faktoren gleich +1 sind, also fortgelassen werden konnen,
in welchen p ungerade und weder in d noch in e enthalten ist.
Es kommen also jedesmal nur endlich viele Faktoren iiberhaupt in
Betracht, nadmlich die ungeraden Primfaktoren von d oder e und
aufterdem eventuell 2 und p.

Der Beweis dieses Satzes beruht allein auf dem vorher behandelten

Zerlegungssatze fiir das Symbol %) st némlich d = dy1ds irgendeine
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Zerlegung von d in zwei ganzzahlige Faktoren, von denen einer auch
—1 sein kann, so ist ja:

1(5)-0(5) 1(5)

Unser Satz ist also fiir d = didy bewiesen, wenn seine Richtigkeit
flir d = d; und d = dy feststeht. Da man nun sowohl d als auch
e so lange zerlegen kann, bis alle Faktoren entweder Primzahlen
oder —1 geworden sind, so erkennt man, dalk der Satz fiir jedes
System (d, e) bewiesen sein wird, wenn gezeigt ist, da die folgenden
sieben einfachsten Produkte:

n(=-) n57) ns)
n(y)- n)

samtlich gleich +1 sind, in denen ¢ und r beliebige ungerade
Primzahlen bedeuten. Jene sieben Spezialfille konnen aber mit Hilfe
der Ergdnzungssitze und des Reziprozititsgesetzes ohne weiteres
bewiesen werden, wenn man beachtet, dafs in jenen Produkten aufser
den zum ,Nenner” 2 und p., gehorigen Symbolen immer nur diejenigen
beachtet zu werden brauchen, fiir welche p in d oder e enthalten
ist. Nur beim ersten Produkte ist p,, zu beriicksichtigen, denn hier

—-1,-1
ist wegen (3*) a.S. 395 ’ ) = —1; fiir alle anderen ist der

oo
beziigliche Faktor 41, da hier stets mindestens eine der beiden Zahlen
d und e positiv ist. Ferner werde noch einmal daran erinnert, dafs
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b
fiir zwei ungerade Zahlen a und b das Symbol % gleich +1

ist, wenn wenigstens eine dieser Zahlen die Form 4n 4+ 1 hat, im
entgegengesetzten Falle aber gleich —1 ist. So ergeben sich mit Hilfe
der Formeln a. S. 397 leicht die Gleichungen:

) ()
1

1) () () s
1 1

vl\D
Q

|
m (%) () ()

Damit ist dieser Fundamentalsatz vollstdandig bewiesen. Man

erkennt, daf er aufer dem Dekompositionssatze fiir das Symbol
d,e L . . .

(—) vollstandig die Ergdnzungssatze und das Reziprozitatsgesetz
p

voraussetzt.

Dagegen ergibt sich aus diesem Satze ein neuer Beweis
der beiden Erginzungssitze und des Reziprozititsgesetzes fiir das
Jacobi-Legendresche Symbol. Wir wollen dasselbe noch in der Weise
verallgemeinern, daft wir auch den ,Nenner* ebenso wie den ,Zahler”
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als positiv oder negativ voraussetzen; und zwar soll dann immer

N CORORC)

sein, so dak allgemein, wenn P = +pp’... ist,

(#)-1()

wird.
Sind nun

P=4pp ..., Q==qq ...

407

zwei beliebige ungerade teilerfremde Zahlen, so ergibt die Anwendung

unseres Fundamentalsatzes auf die drei quadratischen Formen:

—z?— 24 P2
— 2?4+ 2% + P2?
— 2%+ Qy* + P2?

die drei Gleichungen:

1) G )-8

Ry (__1> _ )

p/P p

7)
n()-(0)n (¥)=<-1> " (3)
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(25 = (25) (45 (27 m (2F)
-CyFE S (R) (),

d. h. es bestehen fiir dieses verallgemeinerte Jacobi-Legendresche
Zeichen die Gleichungen

1

Q o sgnP—l'sgnQ—l_‘_E.@ B
(F) =(-1) 2 2 2 2 (Q>

Fiir dieses allgemeine Symbol gilt also das gewdhnliche
Reziprozitatsgesetz, wenn wenigstens eine der beiden Zahlen P und @)
positiv ist. Sind aber beide negativ, so ist das sonst geltende Vorzeichen
noch mit —1 zu multiplizieren. So ist z. B.

—13\ [T 1BY _ (T
-7) \-13)" \-7)  ~\13)’
weil (—7) von der Form 4n + 1 ist.

§ 7. Uber die Darstellung der rationalen Zahlen durch
binire Formen.

Ich wende den im vorigen Paragraphen bewiesenen Fundamentalsatz
an auf die Untersuchung der Frage nach der Darstellbarkeit einer
rationalen Zahl m durch eine beliebige bindre Form

flx,y) = az? + bry + cy?
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von nicht verschwindender Diskriminante D = b? — 4ac fiir einen
beliebigen Bereich K (p).
Nun besitzt die Gleichung

(1) m = f(z,y) = ax® + by + cy® (p)
stets und nur dann eine Losung, wenn die zugehorige Gleichung:
(1%) [y, 2) = ax® + bey + cy® —mz" = 0 (p)

eine solche hat, wenn also die terndre Form f(z,y,2) den Teiler p
enthélt; denn jeder Losung (£,7) von (1) entspricht ja eine solche
(&,m,1) von (1), und umgekehrt liefert jedes Wertsystem (&, 7, (),
welches (1%) befriedigt, und in dem nach dem Satze a.S. 386 ( # 0

angenommen werden kann, eine Losung x = §, Yy = 0 yon (1).
Wenden wir nun unser Fundamentaltheorem a.S. 403 auf die
ternére Form (1%) an, so ergibt sich der folgende einfache Satz:

Die Anzahl der Koérper K(p), innerhalb deren eine gegebene
rationale Zahl m nicht durch eine gegebene bindre Form von
nichtverschwindender Diskriminante dargestellt werden kann, ist
endlich und stets eine gerade Zahl.

Die Bedingung

) (M) i

p

fiir die Darstellbarkeit von m durch f(z,y) 148t sich nun leicht durch
das Hilbertsche Symbol ausdriicken. Dabei kénnen wir von vornherein
voraussetzen, daft wenigstens einer der beiden duferen Koeffizienten
a und ¢ von f(x,y) nicht Null ist; denn anderenfalls kénnte ja
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f(x,y) = bry durch die Substitution (IV) a. S. 370: x = {+n,y =& —n
in die #quivalente Form b&? — bn? transformiert werden. Ist aber etwa
a # 0, so ist

—daf(z,y, 2) = —(2ax + by)* + (b* — dac)y® + damz?
= =&+ D’ + 4am(?,

wenn:
2ar +by =&, y=m, 2=(
gesetzt wird. Also liefert (2) als notwendige und hinreichende

Bedingung fiir die Darstellbarkeit von m durch f(x,y) fiir den Bereich
von p:

o ()2

oder:

R

Alle durch eine bestimmte Form f(z,y) fiir einen gegebenen
Bereich K(p) darstellbaren rationalen ganzen oder gebrochenen

Zahlen m bilden einen in sich abgeschlossenen Bereich (m,m’,...).

D
Fiir alle und nur diese Zahlen hat also nach (2°) das Symbol ,_m>
p

einen und denselben Wert, welcher +1 sein kann. Ich bezeichne ihn
durch C, und nenne ihn den Charakter der Form f(z,y)
in bezug auf p. Jede Form f besitzt fiir p,, 2 und fir jede
ungerade Primzahl p je einen eindeutig bestimmten Charakter, welcher
in jedem Falle leicht dadurch bestimmt werden kann, dafs man fiir eine
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— D.m
geeignet gewahlte durch f darstellbare Zahl m das Symbol (,_m)
p

berechnet. Insbesondere kann z. B. m gleich einer der drei folgenden
Zahlen:

(3) a= f(1,0), a+b+c=f(1,1), c¢= f(0,1)

gewahlt werden.
Nur fiir eine endliche und zwar fiir eine gerade Anzahl
von Bereichen K(p) sind die Charaktere einer beliebig gegebenen

Form f(z,y) gleich —1. Ist ndmlich m irgendeine durch f(x,y)

D
darstellbare rationale Zahl, so ist ja fiir jeden Bereich L) Cy,

und aus dem Fundamentalsatz fiir das Hilbertsche Symbol ergibt sich
also die Gleichung:

n (") - 116, -

p p

womit unsere Behauptung bewiesen ist.
D
Da der Wert des Symboles (,_m) ungeandert bleibt, wenn D
p

bzw. m mit einer p-adischen Quadratzahl multipliziert oder dividiert
wird, so konnen in demselben D und m durch die zugehdrigen
reduzierten Werte (7) a. S. 374 ersetzt werden. Setzt man némlich, je
nachdem der betrachtete Bereich K(py), K(p) oder K(2) ist:

D = (_1>BD(2)7 m = ( 1)5/ g (pOO)
(5) D = p*w’ Dy, m = p™w’'mg ()
D =2%(-1)’5"D2, m=2%(-1)"5"m? (2),
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wo jedesmal «, 3, v sowie o, ', 4" gleich 0 oder 1 sein kénnen, so
ergeben sich in den unterschiedenen Féllen die Gleichungen:

Wendet man endlich auf diese Symbole den Dekompositionssatz
an, und beachtet, daf nach den Formeln a.S. 397 die folgenden
Gleichungen bestehen:
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so ergeben sich aus (6) die folgenden Gleichungen:
1 _1\8F /
(D,m) _ < 1, 1> (1)
Poo Poo
(D,m) B <p,p>w/ <W>aﬂ/+a/ﬂ (w,w)ﬁ’gl
p p p p

-1 aa! p—1
(8) = <> (_l)aﬂ'-i-ﬁo/ _ (_1)?040/—&-045’4—50/
p

Dym\ 2,2\ [2,—1\*FH 1\ o 5\ v re
5)-5) () ) ()
(L) (D) L e
2 2

Aus diesen Gleichungen folgt sofort, daf unser Symbol in allen drei
unterschiedenen Féllen stets und nur dann fiir jedes m, d. h. fir
jedes Exponentensystem (') oder (o, '), oder (o/,5,7") gleich +1
ist, wenn die zu D gehorigen Exponenten (f) oder (a, 8) oder («, 3,7)
simtlich gleich Null sind, wenn also D = D2 fiir den betreffenden
Bereich eine Quadratzahl ist.

Ist dagegen auch nur einer von den Exponenten der zu D gehdrigen
Systeme (53), (a, 8), («, 8,7) nicht Null, also gleich 1, so erkennt man

leicht, dafs bei allen méglichen Wertsystemen (5'), (o, 8'), (¢, 5',7)
von m genau fir die Hélfte die Potenzen

(—l)ﬁﬁl, (—1)]%1aa/+a5/+6a’7 (_1)65’+a7’+fya’

gleich +1, fiir die andere Hélfte aber —1 werden. Ist namlich z. B.
fiir den Bereich K (2) einer der Exponenten von D, etwa 7, gleich 1,
wahrend o und [ beliebig sein kénnen, und soll

(DTm) — (—1)B8Her e — (1)
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sein, wo € = 0 oder 1 sein kann, so bestimmt sich aus der Kongruenz:
BB +ay' + o =e (mod. 2)

o eindeutig durch " und 4/, da ja aus ihr:
o =e+ B0 +ay (mod. 2),

folgt. Alle und nur die Exponentensysteme (o, 5’,7'), welche je einem
der beiden Werte 0 und 1 von ¢ entsprechen, sind also:

(o, 6,7) = (+B6 +a,0,7),

wo [’ und 4" gleich 0 oder 1 sein konnen, und das gibt sowohl fiir
e = 0 als fiir ¢ = 1 wirklich je vier verschiedene Exponentensysteme.
Nach dem soeben in (2°) a. S. 409 bewiesenen Satze hat nun das

D
Symbol (,_m) fur alle und nur die durch f(z,y) innerhalb K(p)
p

darstellbaren Zahlen m einen und denselben Wert C,,. Ist also D = D?
fir K(p) eine Quadratzahl, so ist jenes Symbol fiir jede Zahl m
gleich +1; also ist in diesem Falle sicher C}, = 41, und jede rationale
Zahl m ist fiir K(p) durch f(z,y) darstellbar. Ist dagegen D innerhalb
K (p) keine Quadratzahl, so ist nach dem soeben bewiesenen Satze fiir

)

D
die eine Hilfte aller Zahlklassen das Symbol <—m gleich 41, fiir
p

die andere gleich —1; je nachdem hier also das zugehd¢rige C),, den
einen oder den anderen Wert hat, ist nur die eine oder nur die andere
Hélfte aller rationalen Zahlen m durch die Form f(x,y) darstellbar.
Den Wert von C), findet man in jedem Falle, indem man fiir irgendeine
durch f(x,y) darstellbare Zahl m , etwa fiir a, ¢ oder a + b + ¢, das
zugehoérige Exponentensystem (8), (a, /), oder (a,3,7) bestimmt
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und dann aus (8) den Wert von

entnimmt.

Ich will eine Form f(z,y) fiir einen Bereich K(p) indefinit
nennen, wenn durch sie alle rationalen Zahlen innerhalb K(p) rational
dargestellt werden konnen; dagegen soll f(z,y) fir K(p) definit
heiften, wenn nur die Hélfte aller rationalen Zahlen durch sie dargestellt
werden kann. Dann kann das Resultat unserer letzten Untersuchung
in dem einfachen Satze ausgesprochen werden:

Eine Form f(z,y) ist stets und nur dann fiir K(p) indefinit,
wenn ihre Diskriminante D = b*> — 4ac fiir jenen Bereich eine
Quadratzahl ist. Sie ist also fiir K (ps ) indefinit, wenn D positiv,

D D
sie ist fiir K (p) bzw. fiir K(2) indefinit, wenn <—) bzw. (5>
p
gleich +1 ist. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so ist f(z,y)
definit, d. h. es werden von den in allen 2, 4, 8 Zahlklassen
enthaltenen Zahlen m immer nur die Halfte, ndmlich die in je
1, 2, 4 Zahlklassen enthaltenen Zahlen durch f(z,y) dargestellt.

Wir wollen sagen, dak eine Zahl D oder m fiir den Bereich K (ps),
K(p) oder K(2) zur Zahlklasse (), («,3) oder («,f,7) bzw.
(8, («,5), oder («/,f',+") gehort, wenn sie fiir diesen Bereich
das entsprechende Exponentensystem besitzt, und wir wollen diese
Beziehung jedesmal durch eine Gleichung, z. B. durch

(9) D =(a,8,7) oder m=(a,5,7) (2)
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ausdriicken. Dann kénnen die drei allgemeinen Gleichungen a. S. 412:

—1 ’ ’ ’
(10) (D7m> _ (_1)]370¢0¢ +ap’'+La
p

Dm\ _ (—1)88"+ar' 1’
2

folgendermafen spezialisiert werden:
I) Fiir den Bereich K (ps) ist, falls

D = (0) ist, (D—m) = +1

Do

- (1), = (-1,

wenn m = (f’) beliebig gegeben ist.
IT) Fiir einen Bereich K(p) ist, falls

D
D = (0,0) ist, (—m) = +1

p
= (07 1)7 = (_1)a
—1 ’ /
= (1,0), = (1)
+1 ! !’
— (1’ 1)7 — _1)177(1 +ﬁ ,
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III) Fiir den Bereich K(2) ist, falls

D = (0,0,0) ist, (DTm) 4

= (0,0,1), 1
=(0,1,0), (1)

= (1,0,0), (1)

= (0,1,1), _ (1)
=(1,0,1), _ (—1)

- (1’ L, 0)7 — (_1>/3'+'y/

= (L 1L1), = (—1) Y

wenn m = (a/, #',7') beliebig gegeben ist.

Wahlt man in diesen Gleichungen fiir m irgendeine durch f(z,y)
darstellbare Zahl m , so bestimmt diese den Wert des betreffenden
Charakters C,, und alle und nur die Zahlen m sind durch f(z,y)

darstellbar, fiir welche
D,m
M o
( p > g

Bei der Bestimmung dieser einzelnen Charaktere kénnen und
wollen wir uns auf den einfachsten Fall beschrinken, dafs f(z,y) eine
sogen. primitive Form ist. Ist namlich zunéchst

1st.

f(z,y) = ax® + bay + cy?
eine beliebige Form mit rationalen Koeffizienten, so sei:

0= (a,b,c)
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der grofte gemeinsame Teiler derselben, welcher dann und nur dann
das negative Vorzeichen erhalten soll, wenn a und ¢ und a+ b+ ¢
samtlich negativ sind. Ist dann:

a = dayg, b=0by, c=dcy,

1 F(,y) = 5foly) = Saga® + boy + coy?),

so ist fo(x,y) eine ganzzahlige Form mit teilerfremden Koeffizienten,
in welcher von den drei Zahlen ag, ¢, ag + by + ¢y mindestens eine
positiv ist. Eine solche Form soll primitiv genannt werden. Ist
DO = b2 — 4apcy ihre Diskriminante, so wird

D = D©§2,

Es sei nun m = f(&,n) eine fir irgendeinen Bereich K(p) durch
f(x,y) darstellbare Zahl; dann folgt aus der obigen Gleichung (11)
durch die Substitution (z =,y = n)

m = f(fﬂ?) = 5.]00(5777) = 5m07

wo mg = fo(§,n) eine durch die zugehorige primitive Form darstellbare

Zahl ist. Sind also C,, und C’;O) die Charaktere von f(z,y) und fo(x,y)

fiir den Bereich K (p), so besteht zwischen ihnen immer die Beziehung:

C, - (D,m) _ (D(O)éz,m05>
(12) p b

_ (D(O),(5> (D(O),m(0)> _ (D(O)’(S)C’(O).
p p p P

Es brauchen somit wirklich im Folgenden nur die Charaktere beliebiger
primitiver Formen untersucht zu werden, da diejenigen fiir Formen
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D)
vom Teiler § aus ihnen durch die Multiplikation mit ( ’5>

hervorgehen. Y

Es sei jetzt also f(x,y) eine primitive Form; dann kann unter den
durch sie darstellbaren Zahlen m stets eine Zahl m so ausgew&hlt
werden, daf sie positiv ist, falls der Bereich K(p.) ist, oder dafs
sie fiir einen der anderen Bereiche K(p) bzw. K(2) die betreffende
Primzahl nicht enthélt. In der Tat ist ja von den drei durch f(z,v)
darstellbaren ganzen Zahlen

(f(1,0), f(1,1), f(0,1)) = (a,a+ b+ c,c)

nach der Definition der primitiven Formen mindestens eine positiv, aber
auch mindestens eine durch eine beliebig gegebene Primzahl p nicht
teilbar, da der grofite gemeinsame Teiler (a,a + b+ ¢,¢) = (a,b,c) =1
ist. Wahlt man also fiir den betreffenden Bereich K(ps), K(p)
oder K(2) fiir m jedesmal diejenige Zahl oder eine von den Zahlen
a, a+ b+ c, c aus, welche positiv ist bzw. welche p oder 2 nicht enthélt,
so ist unserer Forderung in jedem Falle geniigt. Fiir die so gewihlte
durch f(x,y) darstellbare Zahl m ist also in den drei unterschiedenen
Féllen:

m=0) (=), m=(0,5) (), m=(057) (2,

wo [ bzw._B, v durch dieses spezielle m bestimmt sind. Setzt man
nun dieses m fiir m in I), II), III) ein und beachtet man zugleich, dafs
fiir ein ungerades p

- (5).

fiir p = 2 aber nach S. 339 unten

7 =0T = () cr = = (D)
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ist, so ergeben sich fiir die gesuchten Charaktere C,_, C,, C die
folgenden Werte:

I') Fir den Bereich K (ps) ist, wenn

o=
D=(B)ist, C,_ = (p—m) = 41

IT') Fiir einen Bereich K(p) ist, wenn

IIT") Fiir den Bereich K(2) ist fiir:
D =(0,0,7) Cy=+1
3 —1 m=1
e I

S e (m%) = ()"
=(1,1y)  =(-1)" = (—%) _ (—1)%7

wobei in den unterschiedenen Fillen jedesmal [ bzw. v beliebig
gewihlt werden kann.

Zusammenfassend kann man alle diese Resultate iiber primitive
Formen in dem folgenden einfachen Satze aussprechen:
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Fiir eine beliebige primitive Form f(z,y) ist stets C, = +1;
ferner ist fiir jede ungerade Primzahl p

(13) C, = (Z—Z) , wenn D = po‘wﬁDg (p),
und
al_1\B
(138) Oy = (@) wenn D = 2%(—1)°57D2 (2)
m

ist, und wenn jedesmal m irgendeine durch f darstellbare Einheit
bedeutet.

Nur fiir eine endliche Anzahl von Bereichen K(p) kann C, = —1
ein. Um diese Bereiche deutlicher charakterisieren zu kénnen, setze ich

(14) D-D¢?,

wo (Q? die grofte in D enthaltene rationale Quadratzahl ist, wo also
die ganze Zahl D lauter einfache Primfaktoren enthilt. Dann soll D
der Kern der Diskriminante D genannt werden. Da sich
D und D um eine Quadratzahl unterscheiden, so besitzt D fiir jeden
Bereich K (p) dasselbe Exponentensystem (3), (a, ) oder («,f,7)
wie D, und fiir alle und nur die Primteiler des Kernes D ist o = 1,
fiir alle anderen o = 0.

Aus den Gleichungen I'), II'), III') folgt nun, daf bei einer
primitiven Form C),, iiberhaupt nur dann gleich —1 sein kann,
wenn o = 1, wenn also p oder 2 eine der im Kern D enthaltenen
Primzahlen ist; auflerdem noch fiir p = 2, wenn o =0, § = 1, wenn
also D = (—1)57D% = —1 (mod. 4) ist. In allen anderen Fillen ist ja
C, = +1, wie aus (13) und (13*) unmittelbar hervorgeht.
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Es ist nun leicht anzugeben, welche Zahlklassen rationaler
Zahlen m jedesmal durch eine gegebene primitive Form f(z,y)
von der Diskriminante D, oder, was ja ganz dasselbe ist, vom
Diskriminantenkern D darstellbar sind. Soll némlich eine Zahl m,
welche wir wieder je nach dem gerade betrachteten Korper K (py,), K(p)
oder K(2) in der Form schreiben:

m = (—1)"'mg (Poo),
m = po"wﬂ'mg (p),
m=2 (-5 md (2),

durch f(z,y) darstellbar sein, so muf ja:

D.m
=t ML QG
(p> g

d. h. es mu#$ in den drei unterschiedenen Fallen:

(— 1)55’+a7’+va’

)

(1), ()T e

gleich dem Werte (—1)° von C), sein, wie er in 1), II), III") durch
die Exponenten 0, 3, v einer durch f(z,y) darstellbaren Einheit m
ausgedriickt wurde. Lost man also die so sich ergebenden Kongruenzen
modulo 2:

1 _
BB =0, pTaa’jLaﬁ'—i—ﬁo/Eaﬁ,
BB +ay +ya’ =B +ay,

wie a.S. 413 auf, so ergibt sich leicht die folgende vollstandige
Tabelle aller durch f(x,y) fir den Bereich K(ps), K(p) oder K(2)
darstellbaren rationalen Zahlen:
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") fir den Bereich K (ps): Ist

D =(0), soist m=(8)
= (1)7 » ooy = (0)

I1") fiir einen Bereich K (p): Ist

D =(0,0), soist m=(a/,3)

:(071)7 FY Y] :(Oaﬁ/)
=10, . =@
—(1,1), , ., :(a’p—gla—i—ﬁ).

II1") fiir den Bereich K(2): Ist

D =(0,0,0), soist m=(d,0,7)
=(0,0,1), , . =(0,5,7)
=(0,1,0), . = (,8,7)
=(1,0,0), . = (o, 5, 5)
=(0,1,1), . =B +5,8,7)
=(1,0,1), , =0 +7,6,7)
=(1,1,0), . = (@7 +8+7,7)
=111, , ., = (0" +9"+ B +7,7),

wo 3, 7 jedesmal die Exponenten der fest gewithlten Einheit m sind,
wahrend o', f’, 4/ unabhéngig voneinander die Werte Null und Eins
annehmen kénnen. Man sieht hier direkt, dafs wirklich jede indefinite
Form, fiir welche also D bzw. gleich (0), (0,0), (0,0,0) ist, alle
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moglichen 2, 4, 8 Zahlklassen fiir die Bereiche K(p), K(p), K(2)
darstellt, daf aber jede definite primitive Form nur die Hélfte, namlich
bzw. 1, 2, 4 solche Zahlklassen darstellen kann.

Ich wende mich nun zur Losung der Frage, wann eine vorgelegte
rationale Zahl m tiberall, d.h. fir jeden der unendlich vielen
Bereiche K(p), K(2) und K(ps) durch eine gegebene primitive Form
f(z,y) darstellbar ist. Ist wieder D ihre Diskriminante, und

l_) = :l:2ap1p2 - Pu (=0 oder 1)

ihr Diskriminantenkern, so ist m stets und nur dann iiberall durch
f(z,y) darstellbar, wenn die unendlich vielen Gleichungen:

D.m
2 o
(p> P

fiir jeden Bereich K (p) erfiillt sind. Setzen wir entsprechend wie fiir D
m=mk? wo m==42"pipy...py,

der Kern von m, auch nur einfache Primfaktoren enthélt, so reduzieren
sich jene Bedingungen auf die einfacheren:

D.m
AL RS
(p) !

Wir wollen von vornherein voraussetzen, daf m zu 2D teilerfremd,
dafs also

m ==£pips...py
ungerade ist, und die p; von den p verschieden sind. Der allgemeinste
Fall kann wegen der Dekomponierbarkeit des Hilbertschen Symboles
leicht auf diesen reduziert werden. Wir stellen jetzt also die folgende
Frage:
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Wie muff eine Zahl m, deren Kern zu 2D teilerfremd ist,

beschaffen sein, damit sie fiir jeden Bereich K(p) durch eine
gegebene primitive Form vom Kern D darstellbar ist?

Ist zundchst D positiv, so kann m sowohl positiv als negativ
sein; ist D negativ, so muk m positiv sein.
Ist zweitens pj; ein Kernteiler von m, d.h. irgend einer

der Primteiler von m, so folgt aus der a.S. 397 angegebenen
Fundamentaleigenschaft des Hilbertschen Symboles, daft

o (BE)-(E)

sein muf, weil n. d. V. D nicht durch p; teilbar, und weil nach (II)

a.S. 420 €5 = +1 ist. Ist dagegen p; einer der p Kernteiler von D,
so mufs fiir ihn

o (5@

sein, wo diese Charaktere gleich +1 oder —1 sein kénnen, je nach der
Natur von f(z,y). Durch jede von diesen p Gleichungen

(15%) (?) = +1

wird der Kern m modulo p; genau bi —

-deutig bestimmt, denn

derselbe muft ja entweder einem der bi —
pi—1

Reste oder einem der

Nichtreste modulo p; kongruent sein.
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Ist endlich p = 2, so folgt aus (III"”) a. S. 422, daf, falls

D =(0,0,7) ist, m =(0,8,7)
=(0,1,7) ., =(0,8,7)
=(1,0,7) ., =(0,8,7)
=1L », =0+ +77)

sein muR. Ist also im ersten Falle D = (0,0, 7), also

D =1 (mod. 4),

soist m =1, 3, 5, 7 (mod. 8), d. h. vierdeutig modulo 8 bestimmt;
ist dagegen in den drei letzten Fillen:

D = -1 (mod. 4), D =+2 (mod. 8), D = —2 (mod. 8),

so ist jedesmal m nur zweideutig modulo 8 bestimmt. -
_ Ist endlich p eine ungerade Primzahl, welche weder in D noch in
m enthalten ist, so ist ja die beziigliche Bedingungsgleichung

.
(Fm) ==
p

nach dem Satze a. S. 397 von selbst erfiillt.
Durch die Bedingungen (15) und (15%) zusammengenommen wird
also der Kern m von m modulo

A =8pips...pu

genau r-deutig bestimmt, wo

1 1
r:4Hp 5 oder TzZHp
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ist, je nachdem D von der Form 4n + 1 ist oder nicht, d. h. die Kerne
aller durch f(x,y) moglicherweise darstellbaren Zahlen m sind stets
in r arithmetischen Reihen:

(16) m =mg+ Al

enthalten, deren Anfangsglieder m ( die r kleinsten positiven modulo A
inkongruenten Losungen der Gleichungen

ﬁo . 1_)7%0 _
(3)-e (357)-c
sind.

Von diesen Zahlen m in (16) konnen nach der a.S. 424 unten
gemachten Bemerkung entweder die positiven und negativen Glieder
oder nur die positiven Glieder durch f(z,y) dargestellt werden, je
nachdem D positiv oder negativ ist.

Nach den Bedingungen (15) ist endlich eine in den so beschrankten
arithmetischen Reihen m o+ Al enthaltene ganze Zahl m stets und nur
dann der Kern einer durch f(x,) iiberall darstellbaren Zahl m = m k?,
wenn fiir alle ihre Primfaktoren p der Kern D quadratischer Rest,
wenn also der Kern von D quadratischer Rest des Kernes von m ist.

§ 8. Einteilung der biniren quadratischen Formen in
Geschlechter.

Wir wollen zwei Formen f(z,y) und f’(z,y) desselben Kernes D
dquivalent nennen und sie in ein und dasselbe Formen-
geschlecht G rechnen, wenn sie dieselben rationalen Zahlen

(m,m’,m”,...) iberall darstellen, wenn sie also fiir alle Bereiche
K(p), K(p), ... dieselben Charaktere C,, C}, ... besitzen. Sind
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die betrachteten Formen primitiv, und sind wieder (pi,ps,...p,) die
ungeraden Primteiler des Kerns, so sind f(x,y) und f'(x,y) stets und
nur dann dquivalent, wenn die p bzw. (@ + 1) Gleichungen:

p1’ p2?

C’pl:C' C’p2:C' C’pu:C’;u
bzw.

Cy=C), C, =C

p1’

C,, =C"

e oo Cp, = Cz/m

samtlich erfiillt sind, je nachdem D von der Form 4n + 1 ist oder
nicht, da ja fiir alle iibrigen Bereiche K(p) stets C, = C] = +1 ist.
Ein Geschlecht, in welchem alle iibrigen Charaktere 41 sind, soll ein
primitives Formengeschlecht vom Kern D genannt
werden, obwohl dasselbe sehr wohl auch nicht primitive Formen
enthalten kann. Nur mit solchen primitiven Geschlechtern wollen wir
uns in den folgenden kurzen Betrachtungen beschéftigen. Wir wollen
das vollstdndige System

(sz) bzw. (027 sz)

der Charaktere, welche alle Formen eines solchen Geschlechtes fiir
die Bereiche (K (p;)) bzw. (K(2), K(p;)) besitzen, den primitiven
Gesamtcharakter dieses Geschlechtes nennen und
ihn durch

(1) C=(Cp,) =(Cp,,...Cp,) bzw. (Cpy,Cpyy...Cp)

bezeichnen, indem wir py = 2 setzen, falls diese Primzahl bei den
Charakteren in Betracht kommt. Dann gehoren zwei primitive oder
nicht primitive Formen f und f’ stets und nur dann in dasselbe
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primitive Geschlecht, wenn sie dieselben primitiven Gesamtcharaktere
¢(f) und €(f") haben, und wenn alle ihre iibrigen Charaktere gleich +1
sind.

Die Anzahl aller primitiven Geschlechter kann in den beiden oben
unterschiedenen Fillen hochstens gleich 2¢7! bzw. 2# sein, da nach
dem a. S. 410 (4) bewiesenen Satze das Produkt [[ C,, gleich +1 und
somit einer jener Charaktere durch die iibrigen eindeutig bestimmt
ist, wahrend jeder von diesen iibrigen Charakteren die beiden Werte
+1 oder —1 haben kann.

Kann man fiir einen gegebenen Kern D ein System von N = 2+~
bzw. N = 2" rationalen Formen vom Kern D aufstellen, deren
Gesamtcharaktere alle zuléssigen Wertsysteme (£1,+1,...4+1) von u
bzw. 11+ 1 Elementen sind, wéhrend alle {ibrigen Charaktere C, = +1
sind, so ist damit bewiesen, daf die Anzahl der primitiven Geschlechter
vom Kern D wirklich diesen gréfiten moglichen Wert hat; und dieses
Reprasentantensystem:

(2) (fl(xvy)7f2<x7y)7’"fN<x7y))

hat dann die wichtige Eigenschaft, daf jede rationale Zahl m, welche
iberhaupt durch eine primitive Form vom Kern D iiberall darstellbar
ist, durch eine und nur eine Form dieses Reprisentantensystemes
iiberall dargestellt werden kann.

Ich will jetzt ein einfaches Verfahren angeben, nach welchem fiir
einen bestimmten Kern D ein solches vollstiindiges Formensystem (2)
aufgestellt werden kann, und ich will dasselbe dann durch einige
Beispiele erlautern.

Die Formen des hier in Betracht kommenden Représentantensystems
kénnen am einfachsten so geschrieben werden:

(3) fa($7y) = a(xQ - Dyz)
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Fiir einen beliebigen Teiler a hat diese Form den Kern D, weil
ihre Diskriminante offenbar gleich 4a®D ist. Ihr Charakter fiir einen
beliebigen Bereich K (p) ist

. (D.a
C]g):( p >

weil ja a = f,(1,0) durch f,(x,y) darstellbar ist. Speziell sind fiir
die sogen. Haupt- oder Einheitsform fi(z,y) = 2> — Dy?, durch
welche ja die Zahl 1 dargestellt wird, die sdmtlichen Charaktere

D,1

C,gl) = <—’> = +1. Eine Form f,(x,y) gehort stets und nur dann
p

einem primitiven Formengeschlechte an, wenn fiir alle von den (p;)

bzw. von den (pg,p;) verschiedenen Primzahlen p Cz()a) = +1 ist.
So sollen diese Formenteiler a im Folgenden gewéhlt vorausgesetzt
werden. Fiir eine solche Form ist also:

o e e - (%) (%) () - (%)

der Gesamtcharakter; alle {ibrigen Charaktere sind gleich +1. Speziell
ist fiir die Einheitsform f;(z,y) der Charakter (1) gleich dem sogen.
Einheitssystem (+1,+1,---+ 1) oder kiirzer geschrieben (+,+,---+).
Die Anzahl aller verschiedenen primitiven Gesamtcharaktere kann, wie
oben bewiesen wurde, hochstens gleich 2¢~1 bzw. 2 sein.

Sind a und a’ zwei beliebige rationale Zahlen, so besteht fiir jeden
Bereich K(p) zwischen den Charakteren der drei Formen f,(z,y),
fa(z,y) und fuw(z,y) die Beziehung:

aa') __ a) a’)
cler) = ol . i),
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weil ja

(75)=(50)-(57)

ist. Gehoren also f, und f, zu primitiven Geschlechtern, so gilt
dasselbe fiir f,, und fiir ihre Gesamtcharaktere €(a), €(a’) und €(aa’)
besteht die wichtige und einfache Beziehung:

(5) ¢(a) - €(a’) = &(aa’),

wenn auch hier, wie frither a. S. 251 (2) unter dem Produkt zweier
Systeme (C’,(,?)) und (Ci(,f/)) das System: ((CI(,?)CI(,?,))) verstanden wird.
Hieraus folgt zunéchst, dafs die Gesamtheit der primitiven Charaktere
(€(a),€(d’),...) aller Formen f,(z,y) eine Gruppe bildet, wenn
die Multiplikation zweier Gesamtcharaktere wie soeben angegeben
definiert wird. Alsdann ist ndmlich sowohl die Multiplikation als auch
die Division dieser Charaktere unbeschrankt und eindeutig ausfiihrbar.
In der Tat besitzt auch die Gleichung

die eindeutig bestimmte Losung €(z) = €(a)&(a’), weil ja

e =) = ((Z2)) = )

ist, wo das vorher definierte Einheitssystem (+1) = (+,4+,---+) das
Einheitselement fiir diesen Bereich aller Gesamtcharaktere ist.

Ich will jetzt ein einfaches sukzessives Verfahren angeben, mit
dessen Hiilfe man ein vollstdndiges System von Formen

fa(z,y) = a(z* — Dy?)
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vom Kern D aufstellen kann, welche alle iiberhaupt moglichen 2+~
bzw. 2* primitiven Gesamtcharaktere besitzen. Daraus folgt dann
von selbst, dafs die Anzahl aller primitiven Formengeschlechter vom
Kern D wirklich genau diesen Wert hat.

Dazu beweise ich zuerst den folgenden Hiilfssatz: Es sei

(6) far(2,9), far(@,9), - fa,(2,0)

ein System von r Formen f,(z,y) = a(z? — Dy?), deren Gesamtcha-
raktere:

(6) C(a), €(az), ... €(ay)

samtlich primitiv und voneinander verschieden sind und welche
aukerdem fiir sich eine Gruppe bilden, so dafs das Produkt
€(ay)€(ar) = €(a;ar) von zwei solchen Charakteren wiederum
derselben Reihe (6*) angehort. Ist dann p gleich —1 oder gleich
irgendeiner Primzahl, welche nur so gewédhlt sein soll, daf der
zugehorige Charakter €(p) ebenfalls primitiv ist und nicht in der
Reihe (6*) vorkommt, so bilden die 2r Formen

(7) fai(z,y) und  fo,(2,9)
ein neues ebensolches System, dessen 2r Charaktere:
(7%) C(a;) und &(pa;)

ebenfalls primitiv und alle von einander verschieden sind.
Zunachst bilden jene 2r Gesamtcharaktere wirklich eine Gruppe
weil ja jedes Produkt:

¢(a;)€(pax) = €(pa;ay,)
C(pa;)€(pay) = €(p*a;ar) = €(aa)
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in (7*) vorkommt. Alle jene Charaktere sind auch primitiv, weil
¢(p) n. d. V. primitiv ist. Endlich sind alle jene 2r Gesamtcharaktere
verschieden, weil ja aus

C(pa;) = €lag)  bzw. E(pa;) = C(pay)
C(p) = Caar) C(a;) = €(ay)

folgen wiirde, was beides im Widerspruch mit unseren Voraussetzungen
steht.

Mit Hiilfe dieses Satzes kann man nun folgendermafsen
sukzessive ein vollstdndiges Formensystem f,(z,y) fiir alle primitiven
Gesamtcharaktere aufbauen: Wir gehen aus von der Hauptform
fi(z,y) = 22 — Dy? mit dem Gesamtcharakter €(1) = (+1). Ist dann
fo(z,y) = p(2® — Dy?) irgendeine Form, deren Teiler eine Primzahl
ist, und fiir welche der Gesamtcharakter €(p) primitiv und von €(1)
verschieden ist, so haben wir in (&(1),€&€(p)) ein System von zwei
verschiedenen primitiven Gesamtcharakteren. Ist ferner p’ eine weitere
Primzahl, fiir welche €(p’) wieder primitiv und von €(1) und €&€(p)
verschieden ist, so haben die vier Formen:

fl(m,y), fp(x7y)7 fp’(xvy)a fpp’(ajay)

verschiedene primitive Charaktere €(1), €(p), €(p'), €(pp'). Geht man
in derselben Weise fort, so erhélt man, die Existenz immer weiterer
solcher Primzahlen vorausgesetzt, zuletzt nach (u— 1) bzw. o Schritten
ein System von Primzahlen:

0,0, o p¥ bzw. p,pl, L. ptTY,

die so ausgewihlt sind, daf fiir die 2#~! bzw. 2# aus ihnen gebildeten
Zahlen

(n—1)

(127" bzw. a = paplsl ope e )

a=pp .. .p
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in denen die Exponenten £® Null oder Eins sein konnen, die
zugehorigen Formen f,(x,y) genau ebenso viele verschiedene primitive
Gesamtcharaktere haben, also wirklich ein vollstdndiges Formensystem
fiir alle iiberhaupt moglichen primitiven Geschlechter bilden.

Hier muifs also nur noch bewiesen werden, dafl man erstens stets
Primzahlen P so auswéhlen kann, dal der Gesamtcharakter €(P)
primitiv ist, und dafk zweitens P so bestimmt werden kann, daf €(P)
einem beliebig gegebenen primitiven Gesamtcharakter (e1,¢2,...€,)
bzw. (eo,¢€1,...€,) gleich wird.

Wahlt man nun zuerst P = p,, also gleich einer der Zahlen
(p1,...pu) fiir D = 4n + 1 bzw. gleich einer der Zahlen (po, p1, ... p,)
fir D = 4n +2, 3, so ist der zugehérige Gesamtcharakter €(p,)
von selbst primitiv; denn im zweiten Falle sind alle von den (po, p;)
verschiedenen Primzahlen p sicher ungerade, also alle ihre Charaktere

D, p,
C, = (Tp) gleich +1, im ersten Falle ist fiir p = 2 der zugehorige

D, p, D1 pr—1 o= -
ép ) =(—=1)"2 2 =41, weil D =4n+1 ist.
Ist dagegen P von den (p;) bzw. (po,p;) verschieden, so konnen
zu den Charakteren (), hochstens noch die beiden Charaktere:

D,P D,pP
CP - (T) und CQ - (T)

hinzukommen, der letztere aber nur, wenn D = 4n + 1, und zugleich

P ungerade ist, denn fiir P = 2 fallen ja diese beiden Charaktere
D—1 P—1
zusammen. Da aber dann wieder Cy = (—1) 2~ 2 = 41 ist, so kann

also in jedem Falle nur der eine Charakter C), hinzutreten, welcher
moglicherweise nicht gleich +1 sein kénnte. Ist nun aber P so gewahlt,

Charakter Cy = (
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daf fiir alle tibrigen p bzw. p 4+ 1 Charaktere:
Cpi =&

ist, wo (€1, €2, ...€,) bzw. (9, €1, .. . €,) irgendein vorgelegter primitiver
Gesamtcharakter ist, so muf auch dieser eine weitere Charaktere
C, = +1 sein. Denn nach dem Hauptsatze a.S. 410 (4) muf dann
sowohl die Anzahl der negativen Charaktere in dem System (C,,¢;)
als auch die Anzahl der negativen Charaktere im Systeme (g;) gerade,
d. h. es mufs wirklich C, = +1 sein.

Endlich darf man dann und nur dann auch P = —1 wahlen,
wenn D > 0 ist, wenn also die Formen f,(r,y) fiir K(ps) indefinit
sind, da fiir ein negatives D der dann allein hinzutretende Charakter

D,—1
( ’ ) = —1 werden wiirde.
Do

Man kann also stets und nur dann unser Verfahren zur
Aufstellung eines vollstdndigen Formensystemes fiir alle primitiven
Klassen vom Kern D anwenden, wenn man immer eine in D
bzw. 2D nicht enthaltene Primzahl P finden kann, fiir welche der
Gesamtcharakter €(P) einem gegebenen primitiven Charakter (g;)
gleich wird, fiir welche also die ¢ — 1 bzw. p Gleichungen:

(l_),P) i= 1,2,...p

= &; bzw.

Di <i0,1,2,...u>

samtlich erfiillt sind. Nach dem a.S. 426 gefiihrten Beweise mufs

dazu die Primzahl P in einer von r arithmetischen Reihen m o+ Al
enthalten sein, deren Anfangsglieder die kleinsten positiven Losungen

([ 7m>
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sind. Nach dem Dirichletschen Satze iiber die arithmetische Reihe
sind aber in jeder solchen Reihe sogar unendlich viele Primzahlen P
enthalten, und damit ist also der verlangte Beweis, allerdings unter
der Voraussetzung jenes Satzes von Dirichlet, vollstdndig erbracht.

§ 9. Beispiele.

Die fiir einen gegebenen Kern D aufzustellenden Formen
fa(z,y) = d(x* — Dy?*) konnen stets in der Form

§(az® + cy?)

angenommen werden, wo
ac=—D

eine der Zerlegungen von —D in zwei komplementire Faktoren und
§ eine zu D teilerfremde Zahl ohne gleiche Faktoren ist. Setzt man
nimlich den Teiler d von fy(z,y) in die Form d = da, wo a = (d, D)
alle in D vorhandenen Primfaktoren von d enthilt, und ist D = —ac,
so wird ja in der Tat:

d(z* — Dy?) = §(ax® + a’cy®) = 6(az” + cy?),

wenn x' = x, ¥y = ay gesetzt wird. In dieser Form wollen wir jedesmal
die Formen unseres Systemes hinschreiben.

Ich wihle dabei zunéchst immer alle primitiven Formen axz? + cy?
aus, deren Gesamtcharaktere verschieden sind, und ziehe zu ihnen
solche nicht primitive Formen p(az® + cy?) hinzu, fiir welche der
Teiler p eine Primzahl ist und deren Gesamtcharakter €(p) sich unter
den vorhergehenden noch nicht findet.

Es sei zuerst

(I) D=-105=-3-5-7.



Zwolftes Kapitel. 437

Da hier D = 4n + 3 ist, so sind fiir die Formen fy(z,y) die
primitiven Gesamtcharaktere:

Qt(d) = (027 C3a 057 07)7

= (F52) - (3. @=(2). = (%)

ist, und wo jedesmal mgy eine durch die Form darstellbare Einheit fiir
die betreffende Primzahl bedeutet. Da das Produkt der vier Charaktere
gleich +1 sein muR, so gibt es hier genau 2%~! = 8 verschiedene
Gesamtcharaktere. Zunédchst besitzen nun, wie man leicht berechnen
kann, die vier primitiven Formen az? 4 cy?, nimlich

WO

x? + 10597, 32% + 35y, Ha® 4 21y?,  Tx? + 15y

lauter verschiedene Charaktere. In der Tat ist ja fiir die Hauptform
2% 4+ 105y?, wie immer, €(1) = (+ + ++); fiir die anderen Formen vom
Teiler 3, 5 und 7, fiir welchen letzteren auch 15 = 3 -5 gesetzt werden
kann, ergibt sich:

-(3) () () (1) -
o~ (3).() () () -+

e(T) = €3) - €(5) = (~ = =)+ = +-) = (= + —+).
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Da nun endlich fiir die nicht in D enthaltene Primzahl § = 2 der
Gesamtcharakter:

- (5).0).¢) () -

. 1 i _
ist, weil hier (—_105

unter den vier vorigen nicht vorkommt, so erhélt man vier Formen mit
den noch fehlenden Gesamtcharakteren, wenn man die vorigen mit 2
multipliziert. So ergibt sich die folgende Tabelle:

) = +1 ist, und da dieser Gesamtcharakter

Form Gesamtcharakter
z? + 105y )
3z + 35y°
522 + 2112
72? + 15y

I+
I+
I+
I +

4
|
i

|
+

|
+

+
— — N —
I
=
—
w
~
=
—~
ot
~—

I+ I +

cReRIeRE A
I

—~~N NS
N

B O~ — [~ — — —

~~ |~~~

I
I
cee

I+ + |
+ 1+ |
+ |

Alle und nur diese Formen konnen, wie man bei der rechts stehenden
Darstellung sieht, auch in der Form d(2? — D y?) geschrieben werden,
WO

d = 2°3°'5°"
ist, und ¢, ¢/, £” unabhéngig voneinander die Werte 0 und 1 annehmen
konnen.

Endlich mégen noch alle zu 2|D | = 2-3-5- 7 teilerfremden Zahlen
angegeben werden, welche durch diese acht Formen iiberall darstellbar
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sind. Soll nun eine solche Zahl m durch eine jener Formen d(z? — D y?)
iiberall darstellbar sein, so muf$ ja

e =((52) (57) (52) (5)
(07 (3).(2) () - i

sein, wahrend fiir alle Teiler p von m | — | = +1 ist. Je nach dem

p
Gesamtcharakter der untersuchten Form erhilt man also jedesmal ein
System von vier Kongruenzen:

m = {;} (mod. 4), m = {;} (mod. 3), m = {;;‘} (mod. 5),

1,24
m = {375’6} (mOd 7),

wo jedesmal auf der rechten Seite die obere bzw. untere Reihe dem
Falle entspricht, daf der betreffende Charakter C,, gleich +1 bzw. —1
ist.

Man erkennt so, dafs m modulo 4-3-5-7 = 420 jedesmal auf
1-1-2-3 =6 verschiedene Arten bestimmt, dafs also alle durch jene
Form iiberall darstellbaren Zahlen in sechs arithmetischen Reihen
4200 + mg enthalten sind, wo mg sechs verschiedene Werte hat.

Die Ausfiihrung jener einfachen Rechnung ergibt fiir die acht
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Formen das folgende Schema

Form zugehorige arithmetische Reihen

x? 4+ 105y 4200 + 1,109, 121,169, 289, 361
322 + 35y° 4200 + 47, 83,143,167,227,383
Sr? + 21y? 4200 + 41, 89,101,209, 269, 341
72% + 1597 4200 + 43, 67,127,163, 247,403
2( 2? 4+ 105y?) 4200 + 53,113,137,197,233, 317
2(32? + 35y°) 4200 + 19, 31,139,199, 271, 391
2522 + 21y°) 4200 + 13, 73, 97,157,313,397
2(7x% + 15y?) 4200 + 11, 71,179,191, 239, 359.

Alle und nur die in diesen arithmetischen Reihen enthaltenen Zahlen m
sind iiberhaupt durch eine Form vom Kern —105 und von primitivem
Gesamtcharakter darstellbar, falls jedesmal D fiir alle Primteiler
von m Rest ist. Diese letzte Bedingung ist nach dem Beweise a. S. 434
fiir alle in jenen Reihen enthaltenen Primzahlen von selbst erfiillt. Alle
jene Zahlen m verteilen sich endlich gleichméfig auf die acht Formen
unseres Systems, je nachdem sie in den neben ihnen stehenden Reihen
enthalten sind.

In genau derselben Weise sind die folgenden Beispiele behandelt,
welche jetzt nur kurz angegeben zu werden brauchen:

(IT) D =-55=—5-11=4n+ 1.

Fiir die Formen fy(z,y) = d(2* — D%?) ist also:

co-c- (%) (%)

Hier gibt es daher nur die beiden Gesamtcharaktere (++) und (——),
zu denen offenbar die Formen z? + 55¢y% und 2(x? + 552) gehoren.
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Alle zu 2|D| = 110 teilerfremden Zahlen m, welche durch eine
Form vom Kern —55 tiberall darstellbar sind, miissen also einer der
beiden Bedingungen

e = (2). () ) o =

gentigen, d. h. fiir sie mufs:

1,4 1,3,4,5, 9
=< . = 777 11
m {273} (mod. 5), m {2,6, 7,8,10} (mod. 11)

sein. So ergibt sich fiir die Formen vom Kern —55 die folgende Tabelle:

Form Gesamtcharakter zugehorige arithmetische Reihen
22 + 551> (++) 1100 + 1, 9,31,49,59,69,71,81,89, 91
2(x? + 55y?%) (—) 1100 4 7,13,17,43,57,63, 73, 83, 87, 107.
(I1I) D=-42=-2-3-7T=8n+6.

Hier ergibt sich fir den Gesamtcharakter der Formen fy(x,y) nach
(IT7") a. S. 420:

&(d) = (Cy, Cy, C) = ((4)%, (%) , (@)) |

und man erhélt den vier moglichen Gesamtcharakteren entsprechend
die vier primitiven Formen

22 +42¢y%, 32+ 1497, 227 + 2197, 627 4 Ty°

Fiir die zu | D | = 42 teilerfremden, durch eine Form vom Kern —42
darstellbaren Zahlen m muf hier:

m = {;?;} (mod. 8), m = {;} (mod. 3), m = {;22} (mod. 7)
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sein; man erhélt danach leicht die folgende Tabelle:

Form Gesamtcharakter | zugehorige arithmetische Reihen

22 + 42> (+++) 1681 + 1,25,43,67,121,163
322 + 149 (+-—-) 1680 + 17,41,59,83, 89,131
22 + 21y° (— +) 1681 4 23,29,53,71, 95,149
622 + Ty? (—+-) 1681 4 13, 31, 55,61, 103, 157.

(IV) D=-78=-2-3-13=8n+2.

¢(d) = (€3, €5, Cp3) = ((—1)m§_1, (%) , (%)) ,

Auch hier erhélt man vier mogliche Gesamtcharaktere, denen wiederum
die vier primitiven Formen az?+ cy? vom Kern —78 entsprechen.
Alle zu 78 teilerfremden durch solche Formen darstellbaren Zahlen m
miissen hier den Kongruenzen:

m = ;g} (mod. 8), m = {;} (mod. 3),

1,3,4,9,10,12
E ) ) ) b ) d 1
" {2,5,6,7, 8,11} (mod. 13)

geniigen. Fiir jede von jenen vier Formen ergeben sich so 12
arithmetische Reihen mit der Differenz 8-3-13 = 312; man erhélt hier
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leicht die folgende Tabelle:

Form Gesamtcharakter zugehorige arithmetische Reihen

22 + T8y? (+++) 3121+ 1, 25, 49, 55, 79,103,
(1) 121,127,199, 207, 289, 295

222 + 3912 (+--) 3121 + 41, 47, 71, 89,119,137,
=¢(2) 161,167, 215, 239, 281, 305

322 + 263> (——+4) 3121 + 29, 35, 53, 77,101,107,
= ¢(3) 131,155,173,179, 251, 269

622 + 131> (—+-) 3121+ 19, 37, 67, 85,109,115,
=C(2)-€(3) 163, 187,229, 253, 301, 307.

Alle bisher betrachteten Formen sind definit; sie stellen somit
immer nur die positiven in jenen arithmetischen Reihen enthaltenen
Zahlen m dar, fiir welche D quadratischer Rest ist. Ich gebe endlich
noch ein einfaches Beispiel fiir einen positiven Kern D, fiir welchen also
alle positiven und negativen Zahlen in den zugehdrigen arithmetischen
Reihen durch die betr. Formen dargestellt werden und fiir welchen
auch der Formenteiler P = —1 benutzt werden darf.

(V) D=470=2-5-7=8n+6.
(mo-1)(mo=3) [m —
0 - eun) = (L0 (). (7))

Entsprechend den vier méglichen Charakteren kann man hier die Formen
wihlen, welche aus der Hauptform 2% — 70y? durch Multiplikation mit
—1 und 2 hervorgehen, da die zugehorigen Charaktere:

C(-1)=(—+-) und €2)=(——+)
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voneinander verschieden sind. Die Bedingungen fiir die Darstellbarkeit
aller zu 70 teilerfremden positiven oder negativen Zahlen werden hier:

1 1,4 1,2,4
m= {5:§} (mod.8), m= {2:3} (mod.5), m= {3:5:6} (mod. 7).

Diese Zahlen m sind somit hier modulo 8-5-7 = 280 auf
2-2-3 = 12 verschiedene Arten bestimmt. Man erhélt hier die folgende
Tabelle:

Form Gesamtcharakter | zugehorige arithmetische Reihen
x? — 7012 (+++) 2800+ 1, 9,11,51,81,99, 121,
= (1) 169,179, 211, 219, 249
7022 — g2 (—+-) 2800 — 1, 9,11,51,81,99, 121,
= (1) 169,179,211, 219, 249
222 — 35y° (——+) 2801 + 23,37,53,93,127, 183,
= ¢(2) 197,207, 247,253, 263, 277
3522 — 2u? (+—-) 2801 — 23,37,53,93,127, 183,
= C(-2) 197,207,247, 253,263, 277.
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